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1.- Introducci on.

El analisis fasorial es wuna de las técnicas nas
utilizadas en el estudio de circuitos eléctricos vy
el ectronicos. Sin enbargo es frecuente que el uso de esta
técnica no esté aconpafado por un conocinmento de |os
principios fundanental es que |a hacen posible. En general es
poco y mal conocida la relacion entre el analisis fasorial de
circuitos y el tratamento espectral de sefales y sistenss.
El presente docunento pretende aclarar algunos de estos
conceptos béasicos y, de paso, justificar la validez de una
herramenta de trabajo que, cono el andlisis fasorial,
constituye una piedra fundanental en el <edificio de la
Tecnol ogi a El ectroni ca.

En esta tarea vanos a seguir un desarrollo gradual y por
pasos, | o que puede provocar que en nedi o de una denostraci én
se pierda el sentido global del analisis. Para ayudar a
orientarse en la exposicion, eésta se estructura de la
si guiente fornma

a) El apartado 2 se dedica a desarrollar cual es la

respuesta en reéginen pernmanente de un sistema lineal e

invariante en el tienpo (LIT). Para ello se procede de

| a siguiente forna:
a.1l) en priner lugar se define o que es un LIT,
denmostrando que los LIT verifican el teorema de
super posi ci on;
a.2) a continuacion se somete a los LIT a una
excitaci 6n exponencial conmpleja y se calcula una
soluci 6n particular para |la respuesta, surgiendo en
este punto el concepto de funci 6n de transferenci a,
a.3) en el siguiente paso se generaliza el estudio
anterior y se obtiene una respuesta particular de
los LIT ante una excitaci 6n cual qui era;
a.4) por ultino se calcula la respuesta general de
un LIT ante una excitaci 6n cual qui era.

b) En el apartado 3 se introduce l|la netodologia de
analisis fasorial y se denuestran las principales |eyes
gue operan en este tipo de analisis. Para ello se
procede de | a siguiente forma

b.1) partiendo de los resultados del apartado
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anterior, se calcula la respuesta en réginen
permanente de un LI T ante una excitaci 6n senoi dal ;
b.2) fruto de este analisis surge el concepto de
fasor 'y su relacién con las representaciones
tenporal y espectral;

b.3) a continuacion se reformulan las |eyes de
Ki rchhoff con fasores;

b.4) vy, por daltino, se estudian las relaciones
tensi on-corriente en di ver sos el enent os de
circuitos, introduciendo el concepto de inpedanci a.

Cual qui era de estos puntos se apoya en |as concl usiones
de los anteriores, pero ello no inplica que su lectura tenga
gue ser secuencial. Si se conocen algunos de |os resultados
parciales, o no interesan |los detalles de su denostracion,
puede pasarse a otros punto del analisis conservando sienpre
| a estructura aqui esbozada.

2.- Respuesta espectral de sistenms |ineales.

2.1.- Sistenas LIT.

2.1.1.- Definicion de sistemas LIT.

Se dice que un sistema es Lineal e Invariante en el
Tienpo (LIT), cuando puede ser representado nediante una

ecuaci on diferencial lineal de coeficientes constantes, de |la
forma
df d’f d"f dg d’ d"g
f+aA—+ + ...+ = +B,—+B,—+..+B, 1
Pl TAG T A e g 09T By B e e

0 abrevi adanent e

En esta expresion los térmnos A y B son constantes (reales
o conplejas), mentras que f es la excitacion o entrada al
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sistema, y g es la respuesta o salida del msno, pudiendo ser
tanbi én anbas reales o conplejas. Esta expresion se puede
expresar tanbi én de forma sinbdlica nmas resum da cono

PA(D)f = Ps(D)g 3
donde
PaD)=> A—=> AD'
1=0 dt' 1=0
4
n di _ n _
Ps(D)= ZBi—_— Bi D'
= dtt =

son polinom os sinbélicos que representan las térmnos de |a
ecuacion diferencial. Notese que, si bien l|a ecuacion
diferencial relaciona la entrada, la salida y el sistema, |os
polinomos Pa(D) y Ps(D) no dependen para nada de la entrada y
la salida, sino solo y exclusivanmente de |as caracteristicas
del si st ema. Por ello el par (Pa(D), Ps(D)) es la
representaci on de un sistema LIT en el dom nio del tienpo.

2.1.2.- Ejenplos de sistenas LIT.

1) Sea un circuito constituido por una resistencia y un
condensador ideales y conectados en serie, excitado por una
fuente vs(t).

v.() () c_— v.()

En este circuito, |la respuesta del sistema esta caracterizada
por la tension en bornes del condensador v¢(t). La ecuacioén
di ferenci al que gobierna el sistenma es
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1 ch(t) 1
()= R—2+ —y (¢ 5
Cv() ot Cv()

donde Ry C son los valores reales de la resistencia y la
capaci dad.

Esto, segun la ecuaci 6n general 2 conduciria a f=vg(t),
Ac=1/C, Ar...A=0y g=ve(t), Bo=R Bi1=1/C, B, ..By0 vy
d 1

D)=R—+— 6
Ps(D) qt C

y Pa(D) =1/C no dependi endo, por tanto, de la forma particul ar
de vs(t).

2) Si en el circuito aparece algun dispositivo no lineal,
comb es el caso del diodo, las técnicas expuestas no son
aplicables ya que no se trata de un sistema LIT. Sea, por
ejenplo, el circuito de la figura

>
" O cD= R § v

El anadlisis de este circuito se tendra que realizar
atendiendo a las caracteristicas no lineales del diodo, no
pudi éndose obtener en él, |1os polinomos Pa(D) y Ps(D).

S6lo el caso de que la fuente vs(t) sea tal que polarice
el diodo en un punto de trabajo determinado y superponga
sobre el pequefias
perturbaci ones peri odicas, r,
se podr a realizar un —— A
analisis en pequefa sefal,
nodel ando el conportam ento .
del diodo en ese punto *-() <> ¢+ R § v. (1)
medi ante una resistencia -
dinamca rqg tal conmo se

+ +
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nuestra en la figura.
Este circuito ya si es un sistema LIT siendo el polinomo
Ps(D) en este caso

d 1
D)= —+ = 7
Ps(D) = R it c

donde Rry es |l a resistencia equival ente Thevenin de rq y R

ld
= 8
R . +R

2.1.3.- El teorena de superposicioOn en sistemas LIT.

Un aspecto inportante de |los sistemas LIT es que cunplen
el teorema de superposicién, que puede fornularse de la
siguiente forma: Sea g1 la respuesta del sistema ante la
excitacion f;; sea g2 la respuesta del sistena ante la
excitacion f,; si se excita el sistema con una sefial f que sea
suma de f1 y f,, la respuesta sera una sefial g, suma de g1 Yy
g2. Esta expresi 6n puede generalizarse para cual qui er nunero
de sumandos ponderados. En efecto, sea

la excitacion a la que se sonete un sistema LIT, donde G son
constantes de ponderaci 6n de |la suma. Las respuestas g; (0,
g2, ..., Qk) correspondientes a cada una de |as excitaciones
parciales f; deben satisfacer la ecuacion 2 que rige el
conportam ento del sistenma

T &

Lo misnb ocurre con |la excitacion general f, y su repuesta g,
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gue vendran |igadas por |a expresion, ya conocida

Ai—': Bi—_ 11

El primer menbro de esta expresi6n se puede desarroll ar
de la siguiente fornma

;A?:;A dt’ 2

i . n k dlf
A—=3ARCi i r > A—C,-—i‘E 13
_ ﬁ "

QAT TR Ay @ H
Recordando 10 podenos escribir

o d'f _ & Hoodg,
A—=— C; Bi— 15
; dtl le . = dt ﬁ

o d'f o gigp o He dof
ZA—_—ZHFZ&C,- dti’E:;Bi =1C1dtiﬁ 16

1=0 dt' 1=0
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k
DA—=3B— 17
1=0 dt' 1=0 dt

Conparando | a ecuaci 6n anterior con |la ecuaci 6n 11, obtenenos
final nente que, cono querianps denostrar,

k

g=3Cig, 18

1

2.2- Excitaci 6n exponenci al conpleja (solucion particular).

Antes de ver el conportam ento general de un sistema LIT
ante cual qui er excitacion, conviene realizar previanente el
estudio de un <caso particular, rico en consecuenci as.
Estudi arenbs por tanto, la respuesta de un sistema LIT ante
una entrada exponenci al conpleja de la forma

f(t)= Kel? gl 19
donde los paranetros K, _ y o son nUneros reales. Para
obtener |la salida del sistena ante esa excitacion debe
resolverse |a ecuaciodon diferencial 2 que define su

conportam ento. Se puede conprobar facilnente que |a funcion
gy =Lee™ 20

satisface la ecuacion diferencial vy, por tanto, es una
soluci 6n particular de la msma. Para denostrarlo cal cul enpos
en priner lugar las derivadas de la funcidén f(t) que son |as
Si gui ent es:

%=K jwel? el 21
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2
dd:z(t): K(w) e e 22

Yy, generalizando, se obtiene que |la derivada de n-ésino orden
es

dd—tf"(t):*<(J'(A))”e"“’e"“’t 23

Anal oganente, se puede escribir para la funcion g(t) que

Sustituyendo el valor de estas derivadas en I|la ecuacioén
diferencial del sistema 2, se tiene

ZAaK(jw)iej"’ej“‘=ZBiL(J'(A))iejaej“t 25
o lo que es igua
Ke?e Y A(w) =Lee§ Bi(w) 26

Denom nando funcién de transferencia del sistema a la
rel aci 6n

S AGw)
Hw== 27

;Bi(jo‘))i

| a ecuaci 6n 26 puede reescribirse cono

Ke?H(w)=Le" 28
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Por tanto, conb querianbs denbstrar, una solucién particul ar
a la salida del sistema toma la forma del |a ecuacion 20,
sienpre que se verifique la relacion entre |os paranetros que
aparece en |la ecuaci 6n 28. Esta ecuaci 6n inplica una igual dad
entre nuneros conplejos que puede desglosarse en las
i gual dades de sus nobdul os y argunent os, segun

L=K|H(w)|
29
6=¢ +arg[H(w)]

Podenos observar que la funcion de transferencia de un
LIT no depende de la entrada ni de la salida, sino
excl usi vanmente de | os paranetros del propio sistema. ES pues,
| a manera de caracterizar en el domnio de |la frecuencia a un
sistema LIT, de forma analoga a cono el par (Pi(D), Pg(D))
representa al sistema en el dom nio del tienpo.

Al gunos autores definen la funcidn de transferencia de
un sistema de otra forma, diciendo que es |la transfornmada de
Fourier de |la respuesta del sistenma a un inpulso unitario. Es
decir, inyectan en el sistema un impulso o(t) y observan la
respuesta, que denom nan h(t). Por definicion |laman funcion
de transferencia del sistemm, que denotarenps conp H (®) para
distinguirla de nuestra definicion, a l|a transfornmada de
Fourier de h(t). Ms adelante denostrarenpos que anbas
defini ci ones son equival entes.

2. 3- Respuest a con excitaci on arbitraria (sol uci 6n
particul ar).

En el apartado anterior estudianps |la respuesta de un
sistema LIT ante una excitaci 6n exponencial conpleja. Esto no
era, sin enbargo, MBS que una preparaci O0n para poder abordar
el caso general en el que la excitacion del sistema toma |a
forma de una funcion cualquiera f(t). Sabenbs que cual quier
funci 6n (sienpre que cunpla unos requisitos nininbs que danos
por supuestos) puede expresarse en funci on de su transfornada
de Fourier de acuerdo con
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1° -
ft)=— [F(w)e“dw 30
(t) 2"3[,( )e

gque puede expresarse tanbi én cono

f('[)=’rKej¢ejwt 31
donde
K = IF(w)|dw 30
21T
y
¢ = arg [F(w)] 33

Pero la forma que toma f(t), tanto en 30 conb en 31, no
es si no una suma infinita (integral def i ni da) de
exponenci al es conplejas. Por tanto, aplicando el teorema de
super posi ci 6n, | a respuesta del sistema podra formul arse cono

0= [LeVe "
si endo
L= K [H(w)|= [FLOD - [F@R(@)do e
21 21T
y
6=¢ +arg [H(w)]=arg[F(w) +arg[ H(w] = ard F(w)H(w) 36

Sustituyendo estos valores en 34 se tiene
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g() = I|F(w)H(w)|dw pieralF@H(w)] ot 37
y reagrupando
g(t):%J’|F(w)H(w)|ejaf9[F(w)H(w)]ejwt dw 38
y, por tanto,
9(t)= %‘[ F(@)H(@) e dw 39
Recor dando que
_ 17 jat
g(t)—EJ'G(w)e dw 40
se tiene final nente que
G(w)=Fw)H(w) 41

2.4.- Solucion general a |la respuesta de sistemas LIT.

Las ecuaciones 39 y 41 son, respectivanente, la
representaci 6n tenporal y espectral de la salida de un
sistema LIT ante una excitaci6n cual quiera. Pero, para ser
mas preciso, habria que matizar y decir que son una sol uci6n
particul ar que satisface la ecuacion diferencial que rige el
conportamento del sistema. Hay que buscar por tanto una
soluci 6n general de la ecuacién diferencial 2. A ser una
ecuaci 6n diferencial Ilineal de coeficientes constantes, se
sabe que la solucién general es igual a la soluciodn genera
de la ecuacidon diferencial honbgénea, mAs una sol ucion
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particular de la conpleta, siendo l|la ecuacion diferencial
honogénea

Ps(D)g(t) = ZB. (t) =0 42

La teoria de las ecuaciones diferenciales nos indica que la
solucién a wuna ecuacion honbgénea cono la anterior tona
sienpre la forma

9, = zCie“t 43

1=1

siendo G unas constantes de integraci 6n cual esquiera y r; |las
raices del polinomo Pg(D) caracteristico de Ila ecuaciodn
diferencial, es decir los valores que hacen Pg(ri)=0. Cono
sabenos, el polinomo caracteristico de la ecuacion
di ferenci al honogénea es

Ps(D)=B,*+B;D+B,D*+...+B, D" 44

Por tanto, la solucion general de |la ecuacion diferencial
conpl eta sera

0.0= 6,0 +90 =90+ Y Cie 45

donde g(t) es la solucion particular obtenida en |os
apart ados anteriores. Los val or es de I dependen
exclusivanente de la forma y coeficientes de |a ecuacion
diferencial. Por el contrario, los valores de G se deben
calcular obligando a que dicha solucidon verifique |as
condiciones iniciales en que se encontraba el sistema en el
instante inicial.

Por otra parte, |los térmnos exponenciales de la
sol uci 6n general tendran un conportam ento que dependera de
gue ri sea un nunero conplejo con parte real positiva, un
nunero conplejo con parte real negativa, o0 un ndanero
imaginario puro (conplejo con parte real nula). Si la parte
real es positiva, la salida crece exponencialnente con el
tienpo y el sistema es inestable. Si es un numero inmaginario
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puro la salida ofrecera un conportamento oscilatorio. Por
ultinmo, si es un nuanero conplejo con parte real negativa la
salida se atenta y tiende a cero a nedida que pasa el tienpo,
con |lo que la contribucién de esos sunandos es solo
transitoria.

A efectos préacticos nos Ilimtanbs a estudiar |os
si st emas est abl es, es decir, | os que no tienen
conportam entos inestables ni oscilatorios y en |os que, por
tanto, la salida del sistema con ausencia de excitaci on se va
at enuando exponenci al rente después de un periodo transitorio.
Es decir so6lo considerarenos |os casos en |los que |as raices
del polinomo Pg(D) son nuaneros conplejos con parte rea
negativa. Pero aun en este caso, tenenps que hacer notar que
la representaci 6n espectral de sefiales y sistenmas se hace

corresponder con duraciones tenporales infinitas (desde -
hasta +w). Por tanto |os posibles transitorios iniciales de

un sistema "eterno", se producen en t=-«w. Considerenos |a
respuesta del sistema ante ausencia de excitaci 6n que vendré
dada por

m
g,=" Cie" 46
" Z |
donde los coeficientes ri son negativos. El transitorio de

este sistema se produce conb ya henbs indicado en t=-«, por
lo que las constantes G hay que determnarlas a partir de

| as condiciones iniciales en t=-c.

m

g,(2)= 3 Ciet) = Y e = 3 ¢ et e 47
=1 1=1

1=1

Si el valor de la condicion inicial g(-w) es finita, la unica
posi bilidad de que se cunpla |la ecuaci6n es que G sea cero.
Por tanto en los sistemas LIT estables y "eternos"” se cunple
que

g.(t)=9(t) 48

es decir, que la salida general del sistema coincide con |a
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estudiada en |los apartados anteriores y que queda fornulada
de manera general en |a expresion, ya conocida,

G(w)=F(w)H(w) 49

Adi ci onal nente, en este punto se puede denostrar que |la
definicién alternativa dada por otros autores a |a funcién de
transferencia de un sistema LIT coincide con nuestra propia

definicién. | nyectenos al sistema  un inpulso &(t) v
denom nenbs h(t) a la respuesta obtenida. Por definicidn
otros autores |laman funcid6n de transferencia del sistens,

que denotarenps comp H (0) para distinguirla de nuestra
definicién, a la transformada de Fourier de h(t). Segun la
ecuaci 6n 49 la funcién H (0) puede calcularse como

H (@)= F(w)H(w) 50

siendo F(w) la transformada de la funcilOn inmpulso &(t). Pero
sabenbs que esta transfornmada es igual a la unidad, por |o
gue, cono querianps denostrar

H (w)=H(w) 51

y, por tanto, anbos definiciones coinciden. La ventaja de
nuestra definicidn es que pone claranente de nanifiesto que
la funcion de transferencia de un sistema depende
excl usivanente de sus paranmetros constitutivos, sin hacer
para nada referencia a | as entradas o salidas del m sno.
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3.- Fasores.

3.1.- Los LIT ante excitaciones senoi dal es.

En |l os apartados anteriores henos determnado la forma
de obtener el conportamento de los sistemas LIT para una
excitaci 6n cualquiera. Vanbs a particularizar ahora ese
estudio al caso de excitaciones senoidales pernanentes.
Suponganbs que un sistema LIT, con funcién de transferencia
H(w), es excitado por una funcibn senoidal f(t) de la forma

f(t)= K cos(cpt+¢) 52

cuya representaci 6n espectral es

F(w)= K [5(w+ )™ +8(w- ) ] 53

Es inportante notar que tanto |la representaci 6n tenporal 52
conb la representaci 6n frecuencial 53, se refieren a sefal es
senoi dal es pernmanentes ("eternas"), no siendo valido el
andlisis siguiente para periodos transitorios posteriores a
la conexion de una excitacion senoidal. Con estas
consi deraci ones, la salida del sistema en réginen permanente
g(t), podrda ser <calculada en funcion de |los resultados
anteriores, a través de su representacion espectral Jo),
cono

G(w)= F(w)H(w)= K m[5(w+ o) e H(w)+8(w-aw)e H(w)| 54

Teniendo en cuenta que por las propiedades de la funcion
delta de Drac

f(x) 3(x) = F(0) 5(X) 55

y que, por tanto,

f(x) 8(x -a) = f(a) 5(x - a) 56

se puede escribir
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G(w)= K 1T[5( 00+ e ) e H(-ap ) +3(@- e ) e H( )| 57

Recor dando que

H( o) =] H(cwp ) | 2o (e0)] 58

y que

H(-a0) =1 HE-cop) /o) 59

| a ecuaci 6n 57 puede escri birse cono

G(w)= K 71[8(w+an)e™ | H(- o) [ ™o+
60
8(e- )& | H(an)| e/t ]

Si la ecuacion diferencial que rige el conportamento del
sistemrta LIT tiene 1los coeficientes reales (sin parte
i magi naria), se puede denostrar (ver Anexo) que |a funcién de
transferencia H(w) tiene un espectro de amplitud con simetria
par y un espectro de fase con sinetria inpar, es decir, que

[ H(cwo) 1= H(- e )

61
arg[H( )] =-arg[H(- e )]
por lo que | a ecuaci 6n 60 se transforma en
G(w)=K 7T[5(w+a)o)e'j¢| H( cgp ) |7 2ol +
62

8(- )& | H(a) e ™o |

y operando
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G(@)= K| H(awn) 17 [5( oy ) e3¢l +

63
3( - ¢ ) @} (#raralH o)D) ]
Si || amanos
L=K |H(cw)
64
6=¢+arg [H(a)]
y sustituinos en |a expresion anterior, tenenos
G(w)= LT[6(w+ e ) e +3(w- e )] 65

lo cual no es sino la representaci 6n espectral de una funcién
senoi dal de la forma

g(t)=_Lcos(cxnt+86) 66
Resum endo, cuando un sistema LIT (con coeficientes reales)
se excita con una entrada senoidal de la forma

f(t)= K cos(cxnpt+9) 67

| a respuesta en régi nen pernmanente es tanbi én senoidal de l|la
forma

g(t)=Lcos(cnt+0) 68

obt eni éndose las nuevas constantes de anplitud vy fase
medi ante | a siguiente expresion

L=K|H(cw)|
69
0=¢+arg [H(w)]



FUNDAMVENTOS DEL ANALI SI'S FASCRI AL Pagi na - 18

3.2.- El concepto de fasor.

Venos en el desarrollo anterior, que cuando trabajanos
con sefal es senoi dal es en r égi nen per manent e, | as
excitaciones y sus respuestas pueden ser caracterizadas por
un par de valores: la anplitud y la fase de |la senoide. Esto
permte representar estas seflales nmediante un nunero
complejo, que denomnarenos fasor, cuyo mddulo sea la
anplitud de la senoide y su argunento sea |la fase de dicha
senoide. Asi una realidad fisica, por ejenplo el novimento
de vaivén de unos electrones en un conductor, puede ser
representado natenaticanmente de tres formas equival entes:
medi ante una funci én tenpora

f(t)= K cos( et +¢) 70

nmedi ante una funci 6n frecuenci al

F(w)= K [5(w+ )™ +8(w- ) ] 71

o nedi ante un fasor

F=Ke" 72

El usar una u otra representacion mtenmatica de la mism
realidad fisica es, por tanto, una cuestion de conveniencia.
El anplio uso de la representacion fasorial estriba en la
facilidad con la que se pueden realizar los calculos. En
efecto, la respuesta en régi men pernmanente de un sistema con
funci 6n de transferencia Hw) a la excitacibn anterior es,
representado en térm nos fasoriales, otro fasor

G=Le" 73

en la que los paréanetros de |a salida pueden ser cal cul ados a
partir de los paranetros de |la entrada nediante |a expresion
ya conoci da
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L=K |H(ew)
74
0 =¢+arg [H(w)]

Estas tres dultinmas expresiones pueden ser agrupadas de la
siguiente fornma

G=Le?= K | H( cop ) | @14 +eraH(en)D 75

desarrol | ando | a exponencial y reordenando térm nos se tiene

G =K e |H(cg)|e!otH(] 76

que conparando con | as ecuaciones 72 y 58 nos |leva a

G=F H(w) 77

Venos pues que, nediante el analisis fasorial, la respuesta
en reéginen pernmanente a excitaciones senoidales se puede
cal cular nediante sencillas operaciones algebraicas entre
nunmer os conpl ej os.

3.3.- Andlisis fasorial de circuitos: |eyes de Kirchhoff.

En el apartado anterior henbs enunciado el concepto de
fasor y se ha nostrado conb una herram enta apropi ada para e
analisis en réginen permanente de sistemas LIT estables con
excitaci ones senoi dal es. Uho de |os canpos donde es
anplianente utilizado el calculo fasorial es en el analisis
de circuitos eléctricos. Para realizar este analisis habra
gqgue extender Jlas leyes de la teoria de circuitos,
originalnente formuladas en el domnio tenporal, al anbito
frecuencial y fasorial. A ello dedicarenps este apartado y el
siguiente, estudiando ahora la ley de Kirchhoff de Ilas
tensiones y la ley de Kirchhoff de las intensidades, vy
reservando para el proximo  apartado | as | eyes de
conportam ento de | os principales elenmentos de circuito.
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La ley de Kirchhoff de las tensiones afirma que |la suna
de tensiones a lo largo de una malla es cero. La formulaci 6n
tenporal de esta ley es

ZVj(t):O 78

Para extender esta ley al domnio frecuencial no tenenbs nas
gue aplicar la transfornada de Fourier a la msnma, con |o que
obt enenos

Févj(t)g,:o 79

S Flvil=0 80

y final nente

Zv,—(w):O 81

qgue es la expresion frecuencial de la nencionada ley. Si
ahora querenos extenderla al domnio fasorial debenos
recordar que |as seflales, en este caso l|las tensiones, son
senoi des que se expresan tenporal nente cono

Vj(t):KjCOS(a)Ot+¢j) 82

frecuencial nente toman la forma

Vj(w):Kj7T[5(a)+w0)e'j¢i+5(a)-a)o)ej¢j] 83

y, finalnmente, se pueden expresar nediante | os fasores
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Vi=K;e? 84

Recordando 81 se puede escribir

ZK,- T 85( Wt e +0( (- )e”’i% 85
S K TTO( W+ e+ K; TTO( W= e 86
J J
X w+an) Y Kj el + T W-w ) Y K; e 87
J J
donde las expresiones dentro de los sumatorios se

corresponden con las valores fasoriales de las tensiones y
sus conj ugados

& w+an) 3V + TN W-w) 3V, 88
] ]

El primer término de l|a ecuaci6n anterior representa una
componente espectral en w=-wg, y el segundo térmno
corresponde a una segunda componente espectral en w=+wg. Para
gque se cunpla la ecuaci 6n, anbas conponentes tienen que ser
nul as por | o que

H 89

Pero si una suma de nunmeros conplejos es nula, es porque
tanto su parte real cono la imaginaria son nulas vy, por
tanto, tanbién |a suma de |os conjugados de dichos conplejos
debe ser nula. En definitiva las dos ecuaciones de la
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expresion anterior son redundantes y pueden sinplificarse
cono

DV 90
]

que es |la expresion fasorial de la ley de Kirchhoff de |as
t ensi ones.

Anal oganent e puede procederse con la ley de Kirchhoff de
| as i ntensidades que afirma que |a suma de intensidades en un
nudo es cero. Las formulaciones tenporal, frecuencial vy
fasorial de estas |eyes son, respectivanente, |as siguientes:

zij(t):O 91

]

> 1;(w)=0 92

]

93

-™M
-1
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3.4.- Analisis fasorial: elenentos de circuitos.

Henos visto en el apartado anterior céno se fornulan en
el anbito fasorial las |leyes de Kirchhoff de |las tensiones y
| as i ntensi dades. El segundo pilar en el que se fundanmenta el
andlisis de circuitos es en las relaciones entre tension e
intensidad en los diferentes elenentos que |os constituyen
fuentes, resistencias, condensadores, bobinas, etc. Veanos
al gunos de estos casos:

a) Fuente ideal de tension. Una fuente ideal de tensidn es
un elenento de circuito que sumnistra en bornas una tensién
i ndependi entenente de la intensidad que circula por él. Por
tanto, no hay relacién entre tension e intensidad y la fuente
vi ene dada por |a tension que sumnistra.

b) Fuente ideal de intensidad. Una fuente ideal de
intensidad es un elenento de circuito que sumnistra una
i ntensi dad i ndependi entenente de la tension que haya en sus
bornas. Por tanto, no hay relacion entre tensién e intensidad
y la fuente viene dada por |la intensidad que sum nistra.

c) Resistencia. La tensidén y la intensidad en una resistencia
se expresan en el domnio tenporal de acuerdo con |a conocida
| ey de Chm

vt) =it R 94

Pero una resistencia puede verse tanbi én cono un sistema LIT
en el que la excitacion es la intensidad (f(t)) y Ila
respuesta es la tensién (g(t)). Es por tanto posible obtener
su funcion de transferencia sin mas que aplicar |los
paranetros que se derivan de la ecuaci6n anterior a la
expresi 6n
n .
A(w)
Hw)=-"—"—— 95

;Bi(jw)i

gue define la funcion de transferencia de un sistema. En este
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caso n=0, A=R, m0 y Bo=1, por |o que
H(w)=R 96

Cuando se considera a los elenentos de circuitos cono
sistemas LIT excitados por intensidad y con la tension cono
respuesta, la funcion de transferencia correspondi ente suel e
denominarse impedancia y se denota por Z(w), por lo que la

ecuaci 6n anterior se transfornma en

Z(w)=R 97

Por otra parte, recordando |a ecuaci 6n (77), podenos escribir

V=1 Z(cw) 98

0 mas abrevi adanment e
V=12 99
gue es, en el domnio fasorial, la relacion entre tension e

i ntensi dad para cual quier elenento de circuito. En el caso de
resi stenci as esa expresi 6n se convierte en

V=IR 100

d) Bobinas. La tension y la intensidad en una bobina se
expresan en el dom nio tenporal de acuerdo con | a expresion

_ di@®
vO=L= " 101

Por anal ogo razonanmiento al caso anterior, éste es un sistema
LIT en el que n=1, A=0, Ai=L, nm=0 y Bo=1, por |o que

Z(w)= jol 102
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y la relacion entre la tension y la intensidad se expresa en
el dom nio fasorial conmo

V=1 jwl 103

e) Condensadores. La tensiéon y la intensidad en un
condensador se expresan en el dom nio tenporal de acuerdo con
| a expresion

dv(t) _

=M =it
=i 104

Por anal ogo razonamento a |os casos anteriores, éste es un
sistema LIT en el que n=0, A=1, nrl, By=0 y B;=C, por |o que
1

Z(w)=—— 105
(w) ioC

y la relacion entre la tensién y la intensidad se expresa en
el domnio fasorial cono
-0
V= 106
JanC

f) Oros elenentos lineales. E resto de dispositivos
lineales habituales en los circuitos eléctricos se puede
expresar conmb una conbinacion serie o paralelo de Ilos
el enentos anteriores, por |lo que su estudio no presenta
ni ngun probl ema adicional. Sea un priner elemento de circuito
excitado por una intensidad ii, con respuesta (tension entre
sus bornes) vi y con inpedancia Z;. Sea un segundo el enento de
circuito excitado por wuna intensidad i, con respuesta
(tensidon entre sus bornes) v, y con inpedancia Z».

Consi derenos  al elemento de circuito formado por Ila
conbi naci 6n de los dos anteriores, el cual es excitado por
una intensidad i, con respuesta (tension entre sus bornes) v,

y con inpedancia Z.
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Todos estos valores estan rel acionados en el dominio fasoria
por | as expresiones

Vi= I~121
\72:T222 107
V=I2z

En estas circunstancias, el elenmento resultante presenta una
i mpedanci a cuyo valor es facil de calcular. En efecto, si los
el enent os se conectan en serie, entonces se cunple que

~

1= 12

-1

108
V=v,+Vv,
por | o que, sustituyendo,
[Z2=T1,2:41,2,=1 2,41 2,=1(2:+2,) 109
y final nente obtenenbs que
Z=7,%+7, 110

Si por el contrario |los elenentos se conectan en paralelo se
cunpl e que

-
I
-1
+
-1

111

por | o que, sustituyendo,

\L:\ﬂ+\ﬁzl+i=\75£+i5 112
Z 71 Z, Zi Z (Z1 Z.0
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y final nente obtenenbs que

1_1_1
=+ 113
Z 7, Z

Se observa que la relacidén de inpedancias en el anbito
fasorial sigue las mismas reglas que la asociacion de
resistencias en el domnio tenporal.

g) Elementos no lineales. En nunerosos circuitos electronicos
aparecen elenentos no lineales (diodos, transistores, etc.).
Dado que el concepto de funcid6n de transferencia y todo el
andlisis fasorial se ha construido sobre la hipétesis béasica
de sistemas lineales, no es posible aplicar esta herram enta
al estudio de circuitos con elementos no Ilineales. Sin
enbargo, es posible hacer andlisis parciales, denom nados
habi t ual rente de pequefia sefial, en |os cuales se inyectan
pequefias perturbaci ones senoidales al circuito que ya
funciona en un determnado punto de trabajo. Si frente a
estas pequefias perturbaciones se puede nodelar el circuito
con elementos lineales, es posible aplicar el analisis
fasorial para determnar |la respuesta del sistenma, obtenida
ésta conp una desviaci 6n del punto de trabajo que se calcula
por otros métodos de analisis no |lineal.

4.- Concl usi ones.

Se han nostrado a |lo largo de este docunento |as bases
que permten el célculo fasorial, una herramenta de anédlisis
de sistemas LIT cuando son excitados por sefial es senoi dal es
en réginmen permanente. La facilidad en el nmanejo de esta
técnica justifica su anmplio uso en el estudio de estos
sistenmas y oprincipalnente su aplicacién al analisis de
circuitos eléctricos. A nobdo de resumen, se recogen en la
tabla adjunta diferentes conceptos y su representaci 6n en | os
dom ni os tenporal, frecuencial y fasorial.
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Dom ni o Dom ni o Domi ni o
t enpor al frecuenci al fasori al
Senal ~
f(t F(w) £
Si st ema
(Pa(D),P:(D)) H(w) H( o)
Csci | aci 6n Ksen(wpt+¢) Kn[8(e+ ap)e? + K el
5(w-ap)el?]
Cal cul o de | as ) _
sal i das PAD)(®) = Pg (D)) G(w) = F(@)H(w) G=F H(w)
12 ley de ) -
Ki r chhof f 2i(H=0 2 (w)=0 ST=0
28 | ey de _
Ki r chhof f 2v()=0 SV(w)=0 SV =0
Ley de Chm . -~ ~
basi ca v() =i()R V(w)=I(w)R V=IR
Ley de Chm -~ ~
general i zada V(@) = @) @) V=T12Z(w)
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ANEXO

SI METRI A DE LA FUNCI ON DE TRANSFERENCI A DE UN_SI STEMA

Si la ecuaci 6n diferencial que rige el conportam ento de
un sistema LIT tiene los coeficientes reales (sin parte
i magi nari a), se puede denostrar que la funcion de
transferencia H(w) tiene un espectro de amplitud con simetria
par y un espectro de fase con sinetria inpar, es decir, que

| H(w)|=[H(-w)]
(A-1)
arg[H(w)] = -arg[H(-w)]

En efecto, conp sabenbos l|la funcidon de transferencia de un
si stema se defi ne cono

S AG©)
Hw)==—— (A-2)

;Bi(ja))i

por tanto su espectro de anplitud seréa

iAGwﬂ
|H(@) =2 (A-3)

‘;Bi (jw)i‘

desarrol | ando

| At AW+ A1)’ + A o+ AL ' + As (i) + -]

IH(w)I= | Bo+ B:()@w+ B, (-1) o’ + B () ' + Ba (1) w0 + Bs () w* + ..

(A-4)

agrupando |l as partes real e inaginaria
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‘(Ao' A+ Aot + )+ i AW- A+ A6w5+-..)‘

|H(w)|= : A-5
‘( Bo- Baw +Bsc' +...)+ J( Blw'Bsa)3+B5O)5+---)‘ ( )
Cal cul ando | os nmddul os
- 2 4 . 24 _ 3 54 2
IH(w)|= VLA A+ Ao’ +.. 1+ [A G- A+ As '+ ... ] (A-6)

[BO' BZ&)2+ B4&)4+---]2+[B1w' B3a)3+B5a)5+...]

Si sustituimos ahora w por -w, tenemos

| H('OJ) |: \/[AO - AZ('(JJ)Z"' A4(-Q))4+ ...]2+ [Al(-(}.))- %('@)34' A‘S('w)5+ ]2

(A7)
J[Bo- B @)+ Bu(-0) + .. +] B By(-w) +Bs (@) +... T
Oper ando
| H(-O))lz \/[Ao' Aza)2+A4&)4+---]2+ [(-1)( AW- %w3+ AL-)w5+,,_) ]2
JIBo- B2’ +Beco' + .. 12+ [(-1)( By~ Boc + Bsc’ +.-.) 1
(A-8)
y final nente
At A LA At A+ ]
|H(-w)|= \/[AO AZOUZ A40!)4 ]2 [A Aﬁws Asa)s ]2 (A-9)
\/[Bo'Bza) +Biw't...] +[Biw-Bs;w’+ Bsw’ + - ]
Si conparanps esta expresion con |la 6, podenos afirmar que
|H(w)|=|H(-w) (A-10)

| o que deruestra la sinmetria par del espectro de anplitud de
la funci 6n de transferenci a.

De nmanera analoga se puede proceder para nostrar |a
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simetria inmpar del espectro de fase. En efecto, recordando |a
definicién de funci 6n de transferencia 2, podenos escribir

arg[H(w)] = arg iA. (jw)ﬁarg és (jco)‘é (A 11)

desarrol | ando

arg[H(w)] = arg [ A+ A()w+ Ao (1) 0+ As() '+ AL o' + As() oo+ ]
(A-12

-arg [ Bo+ Bi()w+ B (-1) w0’ + Bs() 00’ + Ba (D o + Bs () e+ -]

agrupando |l as partes real e imaginaria

arg[H(w)] =arg [( Ao~ Arc? + A +..) + J( A~ A+ Ascsb +..)

-arg [(Bo- Bo? + By’ +..) + J( B0~ Bsw'+ Bs e +..)

(A-13)

Cal cul ando | os ar gunent os

-[AW- At Aso + -]
[A- A+ A +..]

arg [H(w)] = arctg

(A-14)
-[Biw-Bsw’+Bsw’ +-..]

-arctg
[Bo- B’ +Bsw'+...]

Si sustituimos ahora w por -w, tenemos

-[A(W)- A )+ A (- ) +..]
[Ac- A0 )+ Ay (- ) +..]

arg [H(-w)] = arctg

( A- 15)

-[Bi(-w)-Bs(-w )’ +Bs(-w )’ +...]
[Bo-Ba(-w )’ +Bs(-w)' +..]

-arctg
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Oper ando

(D[ AW- A’ Aso’ + -]
[A- A+ A +..]

arg [H(-w)] = arctg

(A-16)
-arctg -(-D[Biw-Bsw'+Bsw' +...]
[Bo- B’ +Baw'+...]
y final nente
- _ 3 5
arg [H(-w)] =-Earctg [Aw Ae(;) +A6(:) +..]
0 [A-Aw+Aw +..]
(A-17)

- [Blw' Bsa)3+Bs(A)5+---] H

-arctg
[Bo- B, + Biw' +...] U

Si conparanps esta expresion con |la 14, podenos afirmar que

arg[H(w)] = -arg[H(-w)] (A-18)

o que demuestra la sinetria inpar del espectro de anplitud
de la funci 6n de transferencia.



