Problema PTC0004-10

Se dispone de un osciloscopio digital con capacidad de andlisis espectral de sefiales
mediante FFT. El valor de cada una de las componentes espectrales se presenta en dBV
RMS (sobre 1 voltio RMS: Root Mean Square). Calcular los valores tedricos que
deberian observarse en el osciloscopio cuando se realiza el analisis espectral de una
sefal periddica de 1Khz, constituida en cada periodo por una funcion Sample de 10V de
amplitud y 40Khz de frecuencia.

Solucion PTC0004-10
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La figura representa el tren de pulsos del enunciado. Cada uno de los ciclos puede verse
en detalle en la figura siguiente
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Sabemos que la sefial puede representarse genéricamente mediante una funcion
periodica f(?), que admite un desarrollo en serie de Fourier de acuerdo con la expresion

1 - jQ,t
f=—=Q ce™
rx
en la que los coeficientes se calculan de acuerdo con:
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En el caso que nos ocupa tenemos que
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por lo que
2 sen(tt)
T/2 a)st ¢

¢, = [ ASa(wne ™ di = 4 it gy
" T/2 §

Desafortunadamente la expresion anterior no puede resolverse analiticamente. Caben
dos soluciones: a) una integracién numérica con el céalculo de cada uno de los valores
necesarios; o b) una solucidon analitica aproximada. Intentemos primero este segundo
camino.

Consideremos para ello una sefal Sample igual a la anterior, pero que no se repite
periddicamente, es decir, un unico pulso de tipo Sample. Para este caso,

g(t) = ASa(w,)
y, al no ser periodica, su representacion espectral se consigue mediante la transformada
de Fourier que vale

G = [ g™ di= [ ASa(wne”™ dt = FlASa(w)]

Esta integral tampoco puede resolverse directamente, pero si podemos acudir a las
propiedades de la transformada de Fourier para resolverla. Recordamos que si una
funcion m(t) se transforma en
M () =F[m(®)
entonces la funcion
n(t)=M(t)
se transforma en

N(@) = Fn@o)] = F{M (0] = 27m(-w)

Apliquemos esta propiedad a una funcion pulso de amplitud B y ancho d

_ _dd
m(t) = B DtD[ 2,2}

_ _dd
m(t) =0 Dtm[ 2,2}

Sabemos, y es facil demostrar, que su transformada vale

M(w) = Fm()] = BdSa(a)%j

Tengamos ahora otra funcidn constituida por un pulso tipo Sample

n(t)y=M(t) = BdSa(t %]

La transformada de esta funcion, aplicando la propiedad anteriormente enunciada sera

N(w) = Fn@)] = FIM 1) = 2mm(-w)

lo que dada la simetria de la funcion Sample nos lleva a
N(w) =2nm(w)
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Comparando 7n(?) con g(t) tenemos
g(t) = ASa(w)

I
n(t)= BdSa(t 2}

y, por lo tanto, ambas funciones son iguales si
-4, A=Bd

s s

o lo que es lo mismo
d=20; B=2=_4
‘ d 20,

por lo que la transformada es
AT, _ AT,

G(w)=2m 4 =2m——=— DC«)D[—CUS,CUS]
2w, 22 2

G(e) =0 Ow0[-w,w)]

es decir, un pulso cuadrado en el plano de la frecuencia, tal como puede observarse en la

grafica
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Con esos resultados, y volviendo a la sefial original, podemos escribir
. T/2 . .
= o P L P —jwt
¢, = [ ASa(@t)e " dt~ [ ASa(@t)e ™ dt~ [ ASa(wp)e” dt

Comparando con las expresiones anteriores vemos que
T/2 _ -7
¢, =G(@)~ [ ASa(@r)e” dt - j: ASa(w e dt



Si 7>>T; la funcién Sample toma un valor muy pequefio, lo mismo que ocurre con las
dos integrales de la expresion anterior. Por tanto, de una forma aproximada (ver Anexo),
podemos escribir

¢, =G(w)

¢, ==+ D, 0f-w,0]
2

¢, =0 O 0[w,w)]

o < AT gam [ am an
2 T I, T,
c=o 2yl 2mom
T N TS‘
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c, =0 On O —1,1
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El valor de G(w) presenta una singularidad en w= w,, cambiando bruscamente de valor.
Esto hace que debamos estudiar especialmente el valor de ¢, para ,= w,. En este caso
tenemos

_ f/z r ot gy = f/z 1S o
“ = L a(wt)e 1= s a(w,t)e t
/2
= fT/ZASa(O)Sl)[COS(a)St)—jsen(a)st)]dt

-f/ZAS wt a)tdt—f/zA'S w.t w.)dt
¢, = [, ASa(@n)cos(@ndi = [~ 4 jSa(wt)sen(cyt)

La segunda integral, como la de cualquier funcidén simétrica es cero. En efecto,

[ 4jSa(rwen(@ndi= [ 4 jSa(@sen(@ndi+ [ 4 jSa(@p)sen(e)dr

Haciendo en la primera integral el cambio de variable
t=-x; dt=-=dx; t=-T/2->x=T/2; t=0-5x=0
tenemos

f;jzAjSa(C%t)sen(a)st)dt = J:/ZAjSa(—a)Sx)sen(—a)Sx)(—dx) + f/zAjSa(a%t)sen(cc%t)dt

[ ajSa(nsen(@ydr == [ 4 jSa(-wx)sen(-wx)(~dx)+ [~ 4 jSa(ensen(e,)di

Como la funciéon Sample es simétrica y la funcion seno no lo es, podemos escribir

fT/jzAjSa(c«)st)sen(c«%t)dt = —f/zAjSa(a)Sx)sen(a)Sx)dx + ‘E/zAjSa(a)St)sen(a)st)dt



de donde, como queriamos demostrar,
/2
fmA jSa(w.t)sen(at)dr =0

Sustituyendo en el calculo del valor de ¢, tenemos
/2 A {2
¢, = [~ ASa(@r)cos@ndi= [ ° AjSa(wnsen(awndt = [ ASa(wr)cos(@pdr

_ [ sen(at) _ 2 A senayt) , _ f2
¢, = fT/ZA w1 COS(a%l)dt = .[jr/z ETG’I = v[TT/Z ASa(za)St)dt

¢, = [ ASaQupydt= [ ASa(2wr)e dt

Es decir el valor serd aproximadamente igual al término de continua (para w=0) de la
transformada de una funcion Sample de frecuencia doble a la original. Por tanto, para
w= w,, tenemos
o = AT, /2) _ AT,
! 2 4

Para calcular los arménicos recordaremos que cada armonico vale

n

e,
=l 5l gy s
T

Por otro lado la componente de continua vale
M. = M
‘T



Si el osciloscopio representa el valor de los armoénicos en dB sobre voltios RMS los
valores esperados seran

M M
MndBVRMs = 20 log% = 20 log =

V2

Para la componente de continua tenemos
M
My = ZOlog% =20logM,

Con estos resultados estamos en condiciones de obtener los valores tedricos exactos

(por célculo numérico) y aproximados de cada armoénico, expresados todos ellos en
dBV RMS.

Khz 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Aprox. | -18.06 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05

Exacto | -18.11 | -15.01 | -15.10 | -15.01 | -15.10 | -15.01 | -15.10 | -15.01 | -15.10 | -15.01

Khz 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Aprox. | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05

Exacto | -15.10 | -15.00 | -15.10 | -15.00 | -15.10 | -15.00 | -15.10 | -15.00 | -15.11 | -15.00

Khz 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

Aprox. | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05

Exacto | -15.11 | -15.00 | -15.11 | -14.99 | -15.12 | -14.98 | -15.12 | -14.97 | -15.14 | -14.96

Khz 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39

Aprox. | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05 | -15.05

Exacto | -15.15 | -14.94 | -15.17 | -14.92 | -15.21 | -14.87 | -15.28 | -14.76 | -15.50 | -14.30

Khz 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49

Aprox. | -21.07 | - -00 -0 -0 -00 -00 -0 -0 -0

Exacto | -21.09 | -36.14 | -41.54 | -44.98 | -47.51 | -49.52 | -51.18 | -52.61 | -53.86 | -54.97




Anexo. Calculo del error de aproximacion

Hemos visto que
T/2 _ -
¢, =G~ [ ASa(wpe ™ dt~ [ ASa(w e’ di

lo que nos permite, si 7>>T;, aproximarlo mediante
c, =G(w)

El error cometido en esta aproximacion es
T/2 _ -7
£,= [ ASa(wp)e ™ dr+ J: ASa(w)e”™ di

Este error podemos reescribirlo haciendo, en la primera integral, el cambio de variable
t=—-x; dt=-dx; t=-00 5 x=o0; t=-T/2 5 x=T/2
por lo que tenemos

e, = [ ASa(-wx)e™ (~dv)+ [ ASa(@ e ™ dr

Recordando que la funcion Sample es simétrica
— Jjay,x —j@yt
e, = [ ASa(@x)e™™dx+ [ ASa(wr)e”™ dt

y cambiando de nuevo de variable x=t¢
- ' Jjayt . -je
E, = /ZASa(a)St)e dt+ /ZASa(a)St)e dt

&= ZASa(a)St)(ej"’"’ el )y = [ 24Sa(w0) S

_ _ sen(ct)
e, = [ 24Sa(wpycos(w,)dt = [ 22Aw—cos(a)nt)dt

s

Recordando las expresiones trigonométricas de la suma y resta de angulos tenemos
{sen(a +b) = sena [8osb + cosa Benb

sen(a —b) = senadosb —cosa Lsenb

Sumando ambas ecuaciones
sen(a+b)+sen(a—>b)=2senaldosh

sen(a+b)+sen(a—>b)
2

senal[dosb =

Aplicando esta expresion a la integral tenemos
e = f 24 sen(t+a t)+sen(t—c,t) dr
" /2 w,t 2




£ = f/zAsen[(o, + @ )t]d f Asen[(a. - )t]
Distinguiremos tres casos.

a) El primero sera el que ocurre cuando ®,< w;. En este caso en la primera integral
hacemos el cambio de variable

T(w, +
(@, +w,)t=x; dt:L; t=0 o x=o0; t=T/2 > x= («, +a,)
‘ W+ >

A n

y en la segunda integral hacemos el cambio

dx T —@
(a)s—a)n)t:x; dt=———; t=00 - x=00; t=T/2—>x:(S—”)
W, ~w,
por lo que el error resulta ser
senx dx Senx dx
£, = a4 * -4 Hw, <w,
2 X wr +wn 2 X wr _a)n
a)S‘ » a)S »
‘ a)S +&)I‘l &)X _w}’l

a)s 2 s

A senx senx
£, = hwra) ——dx +_ E(ws—w,,) dx Uw, <w,
x w, 5 x
b) El segundo caso serd el que ocurre cuando ®,> w,. En este caso en la primera
integral hacemos el mismo cambio de variable y en la segunda integral hacemos el
cambio

dx T, -
(W, —w)t=x; dt=—"——; =00 - x=00; t:T/ZHx:M
a)ﬂ _a)i‘
por lo que el error resulta ser
senx sen(—x dx
€, = <wn+ws)A + fw-wny4 (=) Dw, > w,
2 W+, 2 W X W, — W,
w0+, \w, -
A senx senx
£,=— A E(a;, oy ——dx U, >,
C() 2

¢) El tercer y ultimo caso sera el que ocurre cuando w,= w,. En este caso sustituimos
estos valores en ambas integrales teniendo
sen(2a t sen(0t
sen@a) e sen(00)
/2 /2 wt

s s

n

dt Ow, =,

£ = f Awdt Uw, =w,
/2 Wt |

B}

Haciendo el cambio de variable

2wt =x; dt:ﬁ; t=0 - x=o0; (=T/2 > x=Tw,
) 20 ,

s



tenemos

£, :f Asenxﬂ Uw, =w,
2 2w ’

s
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£ :ifw Senxdx Ow =w
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Resumiendo los tres casos, el error de aproximacion resulta ser

A senx A senx
€, :Z (@,+®,) dx +— E(@—am dx Uw, <w,

s 2 X a),v >2 X
A senx A senx

€ = k) dx —— E(wn—m de Hw, >,

a),v 2 X a),v 2 X

senx
=— Hw, = w,
o ¢
s X

y en términos absolutos

A senx
|8n| = w E(w tw,)

s

A senx senx

ES|— £w+w) x|+~ Fw,w) ax| Do, >,
C()S‘ S
A senx

E,Sl— dx Uw, = w,
.
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En definitiva, el error resulta ser dependiente de integrales del tipo

I(a) = f se:x dx

en las que el limite inferior de la integral es un nimero positivo que crece, cuando 7

crece.
+

el T@r)) |4, T@=-w)) n, .,
w, 2 ws 2

|gn|s i] u u Da)n >a)Y
W, 2 ws 2 ‘

€| < AI(T@* Dw, =,
w,

Mostraremos que las integrales /(a) y, por tanto el error de aproximacién, son muy
pequefios cuando 7 es muy grande. Para ello veamos que el integrando estd formado por
dos funciones: una senoide de periodo 2z y una hipérbola. La integral es el area debajo
de la curva formada por el integrando y el eje de abscisas, lo que podemos obtener
también sumando las areas de cada periodo o ciclo.



Cicloi-l |  Cicloi Ciclo i+1

Numeramos los ciclos empezando por i=0 (de x=0 a x=2r), i=1 (de x=2r a x=4x), i=2
(de x=4m a x=6r), y asi sucesivamente hasta i=co0. Supondremos también que el limite
inferior de la integral a estd en el ciclo m-ésimo (por simplicidad y sin pérdida de
generalidad supondremos que coincide con el inicio del ciclo). Es decir,

a=2nm

Seglin esto, la integral vale

@)= [ SN i = i 4

X

siendo A4; el area del ciclo i-ésimo. Este ciclo va desde x=2zi a x=2z(i+1) y esta
formado por dos semiciclos, uno positivo de area 4;, desde x=27i a x=2mi+xz y otro
negativo de area A4;, desde x=2ni+x a x=2n(i+1), siendo

T+T SenX n(i+l) senx
A=A, 44, = [ e [
ip in i X

dx

i+ X

2mi+

Ciclo i-1 g Ciclo i Ciclo i+1

2mi 2n(i+)

En el semiciclo positivo, la senoide estd multiplicada por un valor variable //x
comprendido en el intervalo
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Si sustituimos ese factor variable por una constante igual al maximo valor del factor en
el semiciclo obtendremos una cota superior del area del semiciclo. En efecto,

m+n Senx m+mn Senx
4,=[ drs [ dx

7 X

m 27T

Igualmente, en el semiciclo negativo la senoide esta multiplicada por un valor variable
1/x comprendido en el intervalo
1 1 1
=2—2
2+ x  2m(i+1)

Si sustituimos ese factor variable por una constante igual al minimo valor del factor en
el semiciclo obtendremos una cota superior del area del semiciclo (recordemos que el
area en este semiciclo es negativa). En efecto,

m(i+) senx (i) Senx
A, = f dx < f " _dx
TTi+TT 27-[(1' + 1)

i+ X

Sustituyendo las cotas superiores de las areas de los semiciclos positivo y negativo
obtenemos una cota superior del area total del ciclo

mT+T Senx mi+l)  senx
141':141'17-|-141'nsiZ +f

———dx
LY 1) mi+r 2 7r(i +1)
Integrando tenemos
[~ cosx]27™ [~ cosx] 274"
< 27i + 2mi+m
’ 2rm 2m(i+1)
4 < cos[2ni] - cos[2ni + 7'1] + cos[2ni + n] —cos[2n(i + 1)]
' 27T 2m(i +1)
Asl_(_1)+ (-p-1_2 2

i

2w 2m(i+1) 2m 2m(i+1)

4 <t (1 _ Lj
Com\i i+l
Sustituyendo este resultado en el calculo de la integral de la funcion Sample tenemos

o= =5 sliﬁl—ﬁj

X T\

(1 1 1 1 1 1
I(a)s—|| —- + - + - +..
ﬂ{(m m+1} (m+1 m+2j (m+2 m+3} }

st L

T\ m mit




Recordando que

a=2nm

y sustituyendo el valor de m en funcion de a tenemos

Sustituyendo esta cota de la integral en la expresion del error de aproximacién tenemos

Hay< 22

T a a

cl< A 2 +i 2 Ow <w

"_a)ST(CUn"‘CQY) w T(w-w,) ! ’
2 2

cl< A 2 +i 2 Ow >w

"o, T, tw)| |, T(w, ~w,) v
2 2

elel4 2 0w, =

w, Tw,

Como en esa expresion todos los valores son positivos tenemos

y simplificando

4 4 4 4
£, +— Uw, <w,
wTw+tw) o T(w-)
4 4 4 4
|£"|S t— D&)n >C()s
wTw+tw) o T(w-w)
D Dw, =w,
W, T,
44( 1 1 J
£,[< + Do, <@,
To\w +w, ©-,
o)< 441 1 J e >
Tw |\ w,+o, © -
e|s2A L Ow, =,
Tw, ,
LIS 447 ! + ! O2mf, <2mf,
2rnf \2mf, +2mf, 2mf -2mf,
le,| < 447 ! + ! O27tf, > 27f,
2rf \2mf, +2mf, 2mf, —27f, ‘
s 247 1 U2mnf, =2mf.

“anf, 2nyf,
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Vemos que, como queriamos demostrar, cuando 7 crece disminuye la integral y por
tanto, disminuye el error. Podemos hacer el error tan pequefio como queramos sin mas
que aumentar m (7/7Ts), o lo que es lo mismo, la relacion entre el periodo del tren de
pulsos Sample (7) y el periodo de la propia funcion Sample (7). El valor de m en
nuestro enunciado es 40.

La grafica siguiente muestra la evolucion del error de la aproximacion en funcioén de m
para tres armonicos (0 Khz, 10 Khz y 30 Khz). Este error se ha calculado por métodos
numéricos y estd expresado en porcentaje sobre el valor maximo tedrico del espectro
que, como vimos anteriormente, vale

G(w) = 27B = Asz

(%

& B B

Eror
B

a1

40 60
m (T/Ts)

Vemos como, efectivamente, el error va disminuyendo al hacer que el periodo del tren
de pulsos Sample (7) sea sensiblemente mayor que el periodo de la propia funcién
Sample (7}), es decir, al hacer que m crezca.

En la gréafica siguiente se muestra la evolucion del error de la aproximacion para los
distintos armoénicos (m=40, valor del enunciado). Se observa una singularidad del error
a la frecuencia de 40 Khz (pasa del 9.08% al 0.13%). Esta frecuencia es la misma a la
que se produce la singularidad del espectro. En cualquier caso, se observa que, para los
datos del enunciado, el error no supera el 10% en ninguno de los arménicos.
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Estos valores se encuentran por debajo de las cotas calculadas tal como puede verse en
la grafica siguiente que muestra la evolucion del error de la aproximacion y su cota en
funcion de m para el armonico de 30 Khz.

50
40
S
S 20
o
10
T/Ts

De igual forma, en la gréafica inferior se muestra la evolucion del error de la
aproximacion y su cota para los distintos arménicos (m=40, valor del enunciado).
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