Problema PTC0004-14

Se dispone de un circuito RLC como el de la figura. Calcular:

a) El espectro de amplitud del sistema (en escalas lineal y logaritmica).

b) El espectro de fase del sistema (en escalas lineal y logaritmica).

¢) Elretardo y el retardo de grupo del sistema (en escalas lineal y logaritmica).

d) La frecuencia de méxima ganancia y la frecuencia de 3dB.

e) La ganancia, el desfase, el retardo y el retardo de grupo a la frecuencia de
maxima ganancia.

f) Se sustituye ahora la resistencia por otra de valor desconocido que da una
ganancia maxima de 10. Calcular el valor de la resistencia y el valor de la
frecuencia de méxima ganancia.

g) Se inyecta ahora un tren de pulsos Sample de 10 voltios de amplitud, frecuencia
del tren de pulsos 250 Hz. y frecuencia del Sample 10 Khz. Demostrar que el
espectro de la salida tiene aproximadamente la misma forma que el espectro de
amplitud del sistema.

Datos: R=100Q, L= 10mH, C=100nF
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vi(H) __ C Vo(t)

Solucion PTC0004-14

Trataremos en primer lugar de determinar la funcidon de transferencia del sistema. Para
ello plantearemos las ecuaciones diferenciales que modelan su comportamiento. La
intensidad por el condensador sera
. dv (t
io(=c 0
dt

Por otra parte, la tension en la resistencia es
Vvp(?) =i (DR

y la tension en la bobina es
diy (t)

v,(t)=L
(1) ”

Al estar la salida del circuito abierta, la impedancia de la carga es infinita y la intensidad
que circula por ella es nula, por lo que las intensidades por la resistencia y por el
condensador son iguales

i(t) =i (1) =ip(2) =1, (2)



Aplicando el célculo de tensiones en el circuito tenemos
V() = v () +v, (2) +v,(2)

y sustituyendo

dz(t)

v.() =i(OR+L 4y (1)

dv, (t) dvo(t)
nO=RC= = dt dt( 7) 2,0

v, (t)
dt

v(y=RCLD w10 V(t)+ ()

Esta ecuacion es la que modela el comportamiento temporal del circuito. Para calcular
la funcion de transferencia no tenemos mas que recordar la expresion

Py (jw)

donde los polinomios P4, y Pz son los que aparecen en la ecuacion diferencial que
modela el comportamiento temporal del sistema, de acuerdo con
P, (D)x(t) = P, (D)y(1)

En nuestro caso, el comportamiento temporal se puede expresar como
v,(t)=(LCD* +RCD +1)v, (1)

por lo que los polinomios son
p(D)=1
P,(D)=LCD* +RCD +1

Sustituyendo en la expresion de la funcion de transferencia tenemos
P,(j&) _ 1

M =3 ey " ICGar +RCG @ +1
H(w) = !
(1-LCw?) +jarC

0, en términos de frecuencia

H(f) = 1

1-4°LCf?) + j2 mf RC
( )

Apartado a)



Con este resultado estamos en condiciones de calcular el espectro de amplitud del
sistema que no es mas que

o
(@) _‘(1—Lcd) +jaRC‘

0, en términos de frecuencia

| ! |
[# 0= ‘(1 ~4PLCf?)+ )2 nch‘

Figura 1 Espectro de amplitud (escala lineal)

La figura 1 representa el espectro de amplitud en escala lineal. Anadlogamente, la figura
2 lo representa en escala logaritmica.
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Figura 2. Espectro de amplitud (escala logaritmica)

Apartado b)
De igual forma, el espectro de fase del sistema es

arg[H(w)) =arg[ ] ~arg| (1-LC W) +j aRC | =0 ~arctg (%j

arg [H (a))] = —arctg (%j

0, en términos de frecuencia
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Figura 3. Espectro de fase (escala lineal)

La figura 3 representa el espectro de fase en escala lineal. Andlogamente, la figura 4 lo
representa en escala logaritmica.
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Figura 4. Espectro de fase (escala logaritmica)

Apartado c)
El retardo (en tiempo) que el sistema introduce a un armonico determinado es facil
calcularlo en funcidon del desfase (en angulo) que se produce, sin mas que tener en
cuenta que el periodo 7 equivale a un angulo de 2z, por lo que el retardo se calcula
como
_arg [H (a))]

w

R(w) = arg[H(ab]% =arg[H( a)] (21]_[
)

Recordando que

arg [H (a))] = —arctg (%j

tenemos que



—arcig (wRCJ
R(w) = 1-LCW
w
En términos de frecuencia podemos escribir
2fRC
—arclg| ————5———
1-4°LCf
R(f)=
2mif

Figura 5. Retardo (escala lineal)

La figura 5 representa el retardo del sistema en escala lineal. Andlogamente, la figura 6
lo representa en escala logaritmica.

Figura 6. Retardo (escala logaritmica)

Por otra parte, el retardo de grupo se define como
darg| H(w
R.(@) = g[H(w)]
dw

Por tanto



_ _WRC _WRC
d{ arczg(l—LszjL -1 d(l—LCa)zj

R (w)=
£(@) dw 1+( WRC jz dw

1-LCW’

1 (1-LCw?)RC ~(aRC) (2 edC)

R =
() (1-2ca?) +(arC) (1-Lca)
(1-Lcwr)
R (@) = -(1-LC«?)  RC-RLC?aF +2RLC* &S
7 (1-zcw) +(arC) (1-Lca)
_~RC+RLC’&W -2RLC’&) _  -RC -RLC* &

Rl (1-2ce?) +(arC)  (1-LC @) +( akC)

~RC(1+LCa)
(1-2ce?) +(arC)

R (W)=

En términos de frecuencia podemos escribir
—RC(1+LCAP f?
R, (/)= ( )

7 (1-Lcam f?) +(2nfRC)
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Figura 7. Retardo de grupo (escala lineal)

La figura 7 representa el retardo de grupo del sistema en escala lineal. Analogamente, la
figura 8 lo representa en escala logaritmica.
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Figura 8. Retardo de grupo (escala logaritmica)

Apartado d)
La frecuencia de maxima ganancia (f,), se define como aquella en la que es maximo

I N !

H(&)): =
e (1-LCa?)+ jarC) \/(1—LCaf)2+(aRC)2

o lo que es lo mismo, cuando es minimo el denominador de la anterior fraccion. Si
llamamos

f@)=(1-LC&) +(arRC)’

la ganancia del sistema serd maxima cuando f(w) sea minima. Para ello derivemos e
igualemos a cero

al/ @] _ d[(l—LCaf)z +(mc)2}

dow dw

d[f(w)] _d[ICw' -2LCd +1+R*C* &3 ]
dw dw

d[f(@)] _4[PC +(RC* -2LC) & +1]
dw dw

M =41°C*) +2(RZC2 —2LC) w
dw

A la frecuencia de maxima ganancia se cumple que

d[f(w)]

=40C’w, +2(R°C* -2LC) @, =0
dw

w=a,
20,[20°C* ¢} +(R*C* -2LC) | =0

lo que nos da dos soluciones



=0
{ZLZCij +(R*C* -2LC) =0

La primera solucion corresponde a un méaximo relativo de la ganancia (como puede
verse en la grafica del espectro de amplitud), por lo que la frecuencia de maxima
ganancia se corresponde con la segunda solucion que es

2LC—-R C2 1 R?
W, = 2,2 52
2L°C LC 2L

0 en términos de frecuencia

1 |1 R?
f;n = A __2
2\ LC 2L

que coincide con la frecuencia de resonancia s6lo si la resistencia es nula. En nuestro
caso tenemos

8
o= 52 1 _31 — - (100)_3 =L e -1 —g91kn
2\(10007°)(1000007°)  2(100007)* 27 2

Este valor de la frecuencia de méxima ganancia sélo existe si la expresion dentro de la
raiz es mayor que cero. En caso contrario no existe pico en la ganancia. Para que un

circuito RLC presente un pico en la ganancia debe cumplirse que
1 R
— =20
LC 2L

En nuestro caso, esta condicion se cumple cuando

R<\/7 2(1000°) _ L0

(100 Eﬂ0‘9)

R<447'21Q

Si representamos el valor de la frecuencia de maxima ganancia en funcion del valor de
la resistencia obtenemos una grafica como la de la figura 9
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Figura 9. Frecuencia de maxima ganancia

Observamos cémo la frecuencia de maxima ganancia va decreciendo desde la
frecuencia de resonancia, situacion correspondiente al circuito LC puro (sin resistencia),
hasta una frecuencia cero, momento en el cual el circuito RLC deja de tener pico de

ganancia y se comporta como un circuito paso de baja simple.

Por otra parte, el ancho de banda de 3 dB, o la frecuencia de 3 dB (f;45), se define como
aquella en la que la potencia de la sefal se divide por 2, o lo que es lo mismo, aquella

que cumple
|H (f48)] = 3B

20log|H (fi5)| = =3

3 3 % 1\2 1
|H(ﬁd3)|:10 20 =110 10 =(Ej =—2

| 1 iy
(1-4Lcrl,)+ 2t RC) 2

1 |
\/(1—4772LCf32dB )" +(271f,,,RC)’ V2

\/(1—4n2Lchde ) +(27f,,,RC) =42

Elevando al cuadrado
(1-4mLcr?,) +(2nf, RCY =2

1+16' L’ C* £}, —8 T LCS., +4 TR*C* [, =2

167 C? i +(4 T RC? =8 7ELC) f2, =1 =0



Resolviendo esa ecuacion bicuadrada tenemos
~(4R?C* -8 72LC) i\/(4 7ARC? -8 ﬁLC)2 +64 HAC?
321 [P C?

2
f3d3_

. —(4mRC* -8 7LC) £16 AR'C +64 AIXC? -64 HRPC’L +64 YEC”
i = 32 C?

. -4 (R*C? —2LC) £4 BNR'C* +812C? -4R*C’L
fua = 32mC?

. —(Rc*-2LC) VR Ct +812C? -4R*C'L
f;idB = 87'1'2L2C2

En esta expresion solo es valida la solucion con el signo positivo delante de la raiz, ya
que en caso contrario, el resultado seria negativo y, al extraer raiz cuadrada,
obtendriamos una solucién compleja con parte imaginaria. En efecto vemos que

\/(4n2R2c2 -8 #Lc)z r64 H2C 2\/(4 ARCE g }Ec)z

0, lo que es lo mismo

\/(4n2R2C2 -8 nch)2 +64 1tI’C? 2‘(4 TIR’C* -8 ;EC)‘

Por lo tanto, con el signo positivo de la raiz tenemos
~(4mR?C* -8 77LC) +\/(4 RRC* -8 ALC) +64 HC* 2

-(4mRC? -8 72LC) +|(4 AR*C* =8 ALC)

Si el término entre paréntesis es positivo

-(4mR*C* -8 77LC) +\/(4 ARC? -8 ALC) +64 HZC* 20

y si es negativo

-(4mRC* -8 szC)+\/(4 AR2C? -8 erC)2 +64 H2C? 22\(4 IR2C? -8 27EC)‘ >0

Por el contrario, con el signo negativo de la raiz tenemos
-(4mR3C* -8 7 LC) —\/(4 ARC* -8 ALC) +64 H2C* <

-(4mR*C* -8 77 LC) +‘(4 ARXC? -8 erc)‘

Si el término entre paréntesis es positivo



—(4n2R2C2 -8 szc) +\/(4 7TR>C? -8 erc)2 +64 HPC? <0

y si es negativo

-(4mRC* -8 szC)+\/(4 AR2C? -8 erC)2 +64 H2C? sz\(4 IR2C? -8 27EC)‘ <0

En definitiva, solo el signo positivo de la raiz da soluciones validas con lo que
. —(Rc?-2LC) +VR'CY +812C? 4R CL
f‘3dB = 8n2L2c2

y, finalmente

| \/—(chz ~2LC) +\R'C* +812C* —4R*C’L

S =5 2I2C?

En nuestro caso tenemos, sustituyendo
Sfogp =7'68Khz

Figura 10 Espectro de amplitud (escala lineal)

La figura 10 representa el espectro de amplitud en escala lineal sefialandose la
frecuencia de 3dB. Analogamente, la figura 11 lo representa en escala logaritmica.

Figura 11. Espectro de amplitud (escala logaritmica)



Apartado e)
Calcularemos ahora los parametros del sistema a la frecuencia de maxima ganancia (f,,).
En primer lugar, la ganancia del sistema es

H(w,)|= 1

J@—Lcu§f+(chf

m

1

2 2 2
1-ze| LB o LR g
LC 2L LC 2L

[H(@,)|=

1

| (w,)| = -
R*C R*C R'C?
1-1+ + -—
2L L 2L
1
|H(w,)|=
R'C* (RC _R'C’
47? L 217
1
|H (w,)|=

R%ﬂ(1_1j+R%?
I» (4 2 L

|H(w”’)| = 2 4.2
R’C _R'C
L 477
En nuestro caso tenemos
1
|H(w,)| = 1 = = — =320
100?(1000) 100 (1001107) IJ10—1_10
. - 4
(10m0~) 4@0moﬂf
El desfase es
w RC
arg| H(w,))| = —arctg| —*——
g[H(w,)] g£1_LCaﬁj
1 _R 1R
LC 2I? LC 2I

arg[H (w, )] = —arctg




ar [H( )]——arct 2£ 1R 2 R
8 & R\NLC 2L2 LC o

l\)l'—‘
N—

arg[H (w, )] —arctg(

En nuestro caso tenemos

H(w,)| = 2 (1o030™) _1]_ 2\/1071
arg[ (m)]— arctg 1002(10()']0_9) 5 = —arctg 5

arg[ H(w,)| = -80'79°

El retardo del sistema se calcula como
—arcte| _CuRCE
Sli-Lcw
R(w,) =

w

m

Sustituyendo tenemos

—arctg| 2 L —l
Sl VR 2

R(w,) =
1 _r
LC 2I’
En nuestro caso
, (omo”) 1
- 1 —__
aI”Cg 1002 (100[”0_9) 2 _arctg[z 10_2j
R(@,)= _ \
1 _ 100y o0 10
(10 D]0_3)(100D]0J9) 2(10 El]O‘3)2 2

R(w,)=-45"Tus

El retardo de grupo del sistema a la frecuencia de maxima ganancia se calcula como
-RC(1+LCa)

(1-Lca}) +(a,RC)

R (w,) =

Sustituyendo tenemos



2
-rc|1+rc| L - K
LC 2L

Rg(a)m): 2 2 2
1-zc| L -E N w(rey| L -E
LC 2L LC 2L

2
-RC 1+1—R &
_ 2L
R*C R*C R'C?
1-1+ + -
2L L 207

2 2 2
—rc|2-%€ rc|2-%C | ref2 KC
R(w)= L 2L ) _ 2L
¢ R'C’ R'C_R'C’ RC_R'C’  RC _RC
4 L 2I L 4r L 4L

En nuestro caso

100* (10000~ _
_(10[1]03){2_ 2(50[1]0‘3) )J ‘10_2[2‘21503_2j
Rg(wm): 2 — = -3
100 (100107) L02[ 12 10
109 1= 4(10m0°) 4007

R, (w,) =—200us

Apartado f)
Sabemos que el valor maximo de la ganancia se produce a la frecuencia de méxima

ganancia y que vale
1
|H(@,) = e
R°'C _R'C
L 4r

Si conocemos la ganancia maxima y queremos calcular el valor de la resistencia que la
produce, trataremos de despejar R en la ecuacion anterior. Para ello procedemos de la

siguiente forma
R’C _R'C* _ 1
V'L 4l [H(w,)




R°C_R'C’ _ 1
L 4r  |H(w,)|

Ordenando la ecuacion tenemos
C e Cpey !
417 L

5 =

H ()

que es una ecuacion bicuadrada en R. Resolviendo tenemos

c, (0)2_4021 c, (Cj N
L A\L) 4r |H(w,) I H(w,)

2 2
, € (&
417 I’

=2t h-—L -
¢ [ (@)

En principio esa ecuacion tiene dos soluciones, pero veremos que solo una de ellas es
valida. En efecto, la ganancia a la frecuencia de méxima ganancia es siempre mayor que
1

R’ =

|H(w,)|21
por lo que
1
[ (@,
0< 1—;2 <1
|H (w,)
1
- <
|H (e3,)

Pero, segiin vimos en un apartado anterior, para que el circuito presente un pico de
ganancia, se tiene que cumplir que

stz—L

por lo que la expresion



solo tiene solucion valida cuando la raiz estd precedida del signo menos, ya que en caso
contrario la resistencia superaria el valor limite del circuito. En definitiva, la tnica

solucién valida es
=2 —;2
¢ |H(w,)|

y, como la resistencia debe ser positiva, finalmente obtenemos

R= 2—L 1- 11 —;2
C |H(w,)|
Para nuestro caso tenemos

2(10007°
R =\/u£1— 1—#] =\/2 m05(1 1 —10‘2) =31'6 Q

10000~

Apartado g)

Sabemos que el espectro de amplitud de un tren de pulsos Sample es aproximadamente
plano (ver problema PTC0004-10) y que cada armonico vale

1
0
M” ~ AT@ - 4OKhZ :250mV
T 1
1Khz
0, en valores RMS,
M. = M, _250mV _ 177mV

nRMS \/5 \/5

Por otra parte, si denominamos H(w) a la funcién de transferencia del sistema, F(w) a la
representacion espectral de la entrada y G(w) a la representacion espectral de la salida,
tenemos que
G(w
H(w) = G
F(w)
Pero si la entrada es aproximadamente constante, entonces
H(w)=kLG(w)

es decir, que el espectro de la salida tiene aproximadamente la misma forma que la
funcion de transferencia, difiriendo en una constante, que para representaciones RMS,
toma el valor

1 1

k= =
177mV

M

nRMS



