Problema PTC0004-17

Se dispone de un sistema como el de la figura. Calcular:

a) El espectro de amplitud del sistema (en escalas lineal y logaritmica).

b) El espectro de fase del sistema (en escalas lineal y logaritmica).

¢) Elretardo y el retardo de grupo del sistema (en escalas lineal y logaritmica).

d) La frecuencia de 3dB.

e) La ganancia, el desfase, el retardo y el retardo de grupo a la frecuencia de 3dB.

f) Se inyecta ahora un tren de pulsos Sample de 10 voltios de amplitud, frecuencia
del tren de pulsos 1Khz y frecuencia del Sample 40 Khz. Demostrar que el
espectro de la salida tiene aproximadamente la misma forma que el espectro de
amplitud del sistema.

Datos: R= 1KQ, C=3’3nF
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Solucion PTC0004-17

Trataremos en primer lugar de determinar la funcion de transferencia del sistema. Para
ello plantearemos las ecuaciones diferenciales que modelan su comportamiento. Como
podemos comprobar el circuito esta formado por tres etapas idénticas que, al estar
constituidas por amplificadores operacionales (que consideraremos ideales), pueden
estudiarse de forma independiente cada una de ellas. Asi pues, la primera etapa
responde al circuito de la figura
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Si el amplificador operacional es ideal, las intensidades de entrada por sus terminales
inversor y no inversor son nulas, y la tensién entre ambos terminales es nula
(cortocircuito virtual). Por lo tanto

Vo (1) =, (1)
Las tensiones en la malla formada por los dos condensadores y la resistencia interior
cumplen que



LOR+V,(2) =v, (1) +v,(0)

o lo que es lo mismo,
vcl (t) = i2 (t)R

La intensidad por el condensador de la rama superior sera
dv; 0 _ o dlOR] _ . dir(0)
4

Lt =C
(0 dt dt
La intensidad por el condensador de la rama inferior sera

i2 (t) — C dch (t) - C dvo (t)
dt dt

Sustituyendo esta expresion en la anterior tenemos que

2
dlZ (t) RC C dvo (t) = RC2 d Voz(t)
dt dt dt

Por otra parte, las tensiones en la malla formada por la primera resistencia y el
condensador de la rama superior cumplen que
v.(t)=i(OR+v,(t) +v, (1)

i(r)=RC=2

V() Zi(OR +i,(R +v, (1)
v, () =[i,() +L, (O] R +i,(OR +v, () =i, (OR +, ()R +i,(OR +v, (1)
V(1) =i, (OR +20, (DR +v, (1)

Sustituyendo los valores de las intensidades calculadas anteriormente tenemos

- 2 dv, (1) dv, (1)
vi(t)—R{RC e }+2R{ " }+ , (1)

2
v (6) = R 40D 4y pe v
ar’ dt

+v,(0)

Esta ecuacion es la que modela el comportamiento temporal del circuito. Para calcular
la funcion de transferencia de la primera etapa no tenemos mas que recordar la
expresion
P,(jw

H (w)= A(]. )

Py (jw)
donde los polinomios P4 y Ps son los que aparecen en la ecuacion diferencial que
modela el comportamiento temporal del sistema, de acuerdo con
P (D)x(1) = Py (D)y()

En nuestro caso, el comportamiento temporal se puede expresar como



v,(1)=(R*C*D* +2RCD +1}v, (1)

o lo que es lo mismo
v,(t) = (1+RCD) v, (1)

por lo que los polinomios son
P(D)=1
P,(D)=(1+RCD)’

Sustituyendo en la expresion de la funcion de transferencia tenemos
P& _ 1

H (w)= ; T2
P,(j@) (1+RCjw)
y ordenando
1
Hl(a)) = i 2
(l + ]a)RC)

Esta es la funcién de transferencia de la primera etapa y, como todas son iguales,
también de las dos etapas siguientes, es decir,

H(@)=Hy(@) =Hy(@) =—

(1+ jwRCY’

Expresando las tensiones a la entrada y salida de cada etapa en el dominio de la
frecuencia tenemos que

Vo =H (W, (@, V,(Q@=H,(@W,( @ V,,( p=H,( Wl;( w

Por otra parte,

Vi =V,(w; V,(d=V,(a; V,(@=V( @ V,( ©=V,(

por lo que sustituyendo sucesivamente tenemos

V() =V, (=H(QW,(@=H,( yW,( @
V()= Hy(o) [H,( 9 ,( Q] = Hy( H,( OF, ( @
V()= H,()H,(o[H (Q,( Q] =Hy( QH,( WH ( W, ( W

V() =Hy(w)H, (o) H (@ ( @

Por tanto, la funcion de transferencia conjunta (de las tres etapas) sera

H(w :W:Hm H, (0 OH,( &
(@)



H(w) = 1 _z 1 o 1 = 1 i
(1+ jwRC) (1+jaRC) (1+jaRC)” | (1+) «RC)

1
H(W) =r———F
(1 + ]wRC)
0, en términos de frecuencia
1
H(f)= : 5
(1+ j21fRC)

Apartado a)
Con este resultado estamos en condiciones de calcular el espectro de amplitud del
sistema que no es mas que

1
Hw)|=———
@) (1+ jwRC)’
0, en términos de frecuencia
I O S S|
Ho)=|
#(7) 1+ j2mfRC)| |1+ j277/ RC))|
1 1
|H ()] =—— g = ;
(1+ j27f RC)| { 1+(277fRC)2}
1
1= =
[1+(2nfRC) }
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1
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Figura 1 Espectro de amplitud (escala lineal)

La figura 1 representa el espectro de amplitud en escala lineal. Anadlogamente, la figura
2 lo representa en escala logaritmica.
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Figura 2. Espectro de amplitud (escala logaritmica)

Apartado b)
De igual forma, el espectro de fase del sistema es

arg[H(w)] = arg[m} = —arg[(l +ja.RC)6} = -6 lrg[l + aRC]
arg[H(a))] = -6 ldrctg ( a.RC)

0, en términos de frecuencia
arg [H(f)] =—6 [drctg (27TfRC)

Figura 3. Espectro de fase (escala lineal)

La figura 3 representa el espectro de fase en escala lineal. Analogamente, la figura 4 lo

representa en escala logaritmica.
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Figura 4. Espectro de fase (escala logaritmica)

Apartado c)

El retardo (en tiempo) que el sistema introduce a un armonico determinado es fécil
calcularlo en funcion del desfase (en angulo) que se produce, sin mas que tener en
cuenta que el periodo 7 equivale a un angulo de 2z, por lo que el retardo se calcula
como

1 _arg[H(a))]
271) - w

R(w) =arg[H(a)]§T=arg[H( a)] (
T

Recordando que
arg[H(a))] = -6 ldrctg ( aRC)

tenemos que
—6 Ldrctg (a)RC )

w

R(w) =

En términos de frecuencia podemos escribir
=6 Ldrctg (27Tf RC
R(f)= ( )
2mif

Figura 5. Retardo (escala lineal)



La figura 5 representa el retardo del sistema en escala lineal. Andlogamente, la figura 6
lo representa en escala logaritmica.
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Figura 6. Retardo (escala logaritmica)

Por otra parte, el retardo de grupo se define como

_darg| H(w)
R, (w) =—c£a) ]
Por tanto
R (o= d[~6larctg (wRC)]  —6RC
(@ dw 1+(wRC)’

En términos de frecuencia podemos escribir

—6RC
R(f)s———=
1+(2mf RC)
Ri(f) (us)
T f (Khz)
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Figura 7. Retardo de grupo (escala lineal)

La figura 7 representa el retardo de grupo del sistema en escala lineal. Andlogamente, la
figura 8 lo representa en escala logaritmica.
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Figura 8. Retardo de grupo (escala logaritmica)

Apartado d)
El ancho de banda de 3 dB, o la frecuencia de 3 dB (f;45), se define como aquella en la

que la potencia de la sefial se divide por 2, o lo que es lo mismo, aquella que cumple

201log|H (f,45)| = =3

BNy
|Hg%ﬂﬂow:pOWJ:

Extrayendo raiz ctibica
1+(272f,,,RC) =42

(27f,,, RC)" =42 -1

2711f,, RC =42 -1
§2-1

ﬂ”"mmc

En nuestro caso tenemos, sustituyendo
ro= 2-1
210’ 33007

=16'88 Khz



Apartado e)
Calcularemos ahora los parametros del sistema a la frecuencia de 3dB (f345). En primer
lugar, la ganancia del sistema es

H(fy)] = o

[1+(2nf3d3RC) }
|H(.f3dB)|: 1 7~ 1 3~ : 3 = 1 3
el ST [+aa] [
1+ 2 ‘/i;IRCJ {H( \/5—1” [1+42-1] [42]

H (fy0)| = %

El desfase es
arg[H(f3dB)] = —06 ldrctg (27Tf3dBRC)

6/n —
arg[H(f,,,)] = -6 @rctg£2ﬂ 2*7/;; RCJ =6 mrctg( 2 —1)

arg[H(f,,5)] = —115'72°
El retardo del sistema se calcula como
_ [6[~ _
arg[H(jgdB)] _ 6 Bzrctg( \/5 1)

2711 4p o 3/5—1
27TRC

R(fiu) =

arctg( 3/5—1)
R(f,;3) =—6RC[
: Vi2 -1

En nuestro caso

arctg( 3/5—1)

R(fy5)=—6(1007)(3'3m07) 3

$2-1
R(fy45) = ~19'0515

El retardo de grupo del sistema a la frecuencia de 3dB se calcula como

-6RC
R, (fias) = 7
1+(27f,,,RC)




~6RC —6RC —6RC
R,(fss) = = =

2 2 =
ol o 1+42 -1
1+£2r[ b ch] 1+( 2 1)

271TRC

En nuestro caso
-6(1007)(3'3007)
Rg (f3a8) = Q/E

R, (f14s) =17'64ps
Apartado f)

Sabemos que el espectro de amplitud de un tren de pulsos Sample es aproximadamente
plano (ver problema PTC0004-10) y que cada armodnico vale

a7 10 pELE
M =25 = 40Khz — 550,y
n T 1
1Khz

0, en valores RMS,

M —_ ~
nRMS \/5 \/5

Por otra parte, si denominamos H(w) a la funcién de transferencia del sistema, F(w) a la

representacion espectral de la entrada y G(w) a la representacion espectral de la salida,
tenemos que

Hw) =2

F(w)

Pero si la entrada es aproximadamente constante, entonces
H(w)=kG(w)

es decir, que el espectro de la salida tiene aproximadamente la misma forma que la
funcion de transferencia, difiriendo en una constante, que para representaciones RMS,
toma el valor

1 1

k= =
177mV

M

nRMS



