Problema PTC0004-18

Dibujar el espectro de amplitud de un cable con pérdidas en circuito abierto,
determinando los valores y frecuencias de los valores maximos y minimos.

Solucion PTC0004-18

Sabemos que la funcién de transferencia de un cable con pérdidas es (ver TTC-004)

1+p
How=—-—"——
( ) eyze +pe_yze
siendo
Z -7
p=2L 0
Z +Z,

Z=R+jwL;, Y=G+jaC

Cuando el cable se deja en circuito abierto entonces

p:limﬁ:]

27, +Z,
y la funcion de transferencia es
2
e
siendo el espectro de amplitud
|H ()] = ‘ey%

que graficamente se refleja mediante la figura inferior. En ella puede observarse como el
espectro de amplitud va teniendo méximos y minimos relativos al variar la frecuencia. A
medida que la frecuencia crece esos valores tienden a hacerse constantes, y el objetivo del
problema es determinar dichos valores y las frecuencias a las que se producen, es decir, los
valores (y sus frecuencias) cuando la frecuencia es grande.
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Comencemos por calcular el valor de y que sabemos que vale

y=NZO =J(R+jaL) (G +j L)

y=+yRG + juRC + j &L - ALC

y=\/(RG—a?LC) +j( aRC + @iL)

El modulo sera

M :‘\/(RG—(JLC) +j(aRC + m;L)‘

= \/‘(RG - LC)+j( aRC + aL)

V= \/\/(RG - 3LC) +(aRC + L)’

V= ‘\‘/(RG - LC) +( aRC + aBL)

y su argumento

arg[y] =arg[\/(RG—afLC) +j( WRC + OQ;L)}

arg[y] =%arg[(RG —afLC) +j(aRC + co'}L)]

WRC + wGLj

1
arg[ )] =Earctg( G o



Tratemos ahora de calcular la parte real e imaginaria de y. Para un ntimero complejo
cualquiera
z=x+jy= k@

se verifica que
Re[z] =x=kcos¢ =|z|cos(arg[z])
Im[z] =y=ksen¢ =|z|sen (arg[z])

por lo tanto

Re[)] =|fcos (are[ )
im[y] =|sen (are[ )

y sustituyendo tenemos

2 2 1 WRC + awGL
Re[y] = A\‘/(RG - CL}LC) +( WRC + CGL) COS{EQVClg(mj}

2 2 1 wWRC + WGL
Im[y] = ‘\‘/(RG - (A}LC) +( WRC + (»Q;L) sen{aarclg (mj}

Llamemos

WRC + aGLj
RG-W'LC

1
a =Ccos| —arct

Sabemos que
sen(/T+ @) _sen 77ldos a+cos 7Tiden

tg(m+a) =
cos(7T+ @) cos 7mldos a—sen 7Tiden a

OE;osa+(—1) [Sena _-sena _

te(77+ Q) = =
&l ) (—I)Ecosa—O@ena —cosa

tga

tg(rm+ a) =tga

Llamando
u=tga =tg(m+a

podemos escribir que
a =arctg (u), T+ a =arctg (u)

de donde obtenemos que
arctg(u) =mrta= 7T+arctg(u)

De igual modo, si
u=tga



tg(—a) =-u
arctg(—u) = —a = —arctg (u)
arctg (u) = —arctg ( —u)

por lo que sustituyendo tenemos
arctg (u) = 7T+arctg(u) = ﬂ—arctg( —u)

En definitiva la expresion anterior nos indica que la funcion arco tangente puede tener dos
soluciones en diferentes cuadrantes. La eleccion de una u otro dependera de las
condiciones del problema.

Recordando que habiamos 1lamado
a = CoS larcl‘ M
2B\ RG-wrLC

expresion en la cual el término arco tangente proviene del argumento de un numero
complejo

cj =arg[ (RG -&’LC) +j(@RC + afiL)

En esta expresion, vemos que el nimero complejo tiene parte imaginaria siempre positiva,
mientras que la parte real sera negativa para frecuencias grandes que cumplan

RG-W'LC <0

RG
>
LC

1 |RG
> |
/ 2\ LC

Es decir, que para frecuencias grandes el argumento del nimero complejo debera estar en
el tercer cuadrante y ser de la forma z-a. Por tanto

S\ RG-wLC S\ RG-wLC

Sustituyendo tenemos que, para frecuencias grandes

a = CcoS larcl‘ M =CO0S l ]T—arcl‘ M
2"\ RG-wLC 2 S\ @LC-RG



a _COS ]_T—larct M
2 2 & W'LC-RG

a = cos 7—T cosS larct M +sen| — |sen larct M
2 )2 wLc-RrG 2 2R T GLe-RrG

a =0 [dos larct (Mj +1[den larct (Mj
2B\ wLc-rG 28\ @Lc-rG

a =Ssen larcz‘ M
2"\ WwLC-RG

También sabemos que para angulos pequefios
tga =sena =a

Para frecuencias grandes vemos que

WRC + aGL
W LC-RG
es un valor pequefio por lo que
1 wWRC + aGL l aRC+ /L) 1 dBC+ @L
a=sen|—arctg| —— | |=sen| -———— |=—————
2 W'LC-RG 2 WLC-RG) 2 &LC-RG

Con este resultado podemos volver al célculo de la parte real de y que recordamos que vale
WRC + aGL ﬂ

2 2 1
Re[y] :‘\‘/(RG—CJLC) +(aRC+ CGL) CO{EWCtg(RG—a)zLC

Para frecuencias grandes podemos escribir la expresion aproximada

R :‘\*/ RG-LC) +( aRC + e ) —PREF WL
W=A )+ ) 2(«’LC - RG)
Como a frecuencias grandes
wLC > RG
podemos aproximar
RG-WLC=-WLC
y sustituyendo
2 WRC + aGL
Re[y] = Q/dLZCZ + (lj (RC +GL) W
Re[y] =/ 2C* + 6 (RC +GL) BEHGL
[N ={rc + G (rC+aL) =2

Como a frecuencias grandes



W' *C* > o (RC+GL)

podemos aproximar
W'*C? + o (RC+GL) = SIXC?

y sustituyendo

Re[y] :WRC+GL _ MRC+GL

2wLC 2alC

y finalmente
RC+GL

Relh="7ie

Calculemos ahora la parte imaginaria de y que recordamos que vale
WRC + aGL
RG-w'LC

Im[y] = ‘\‘/(RG - LC) +( aRC + aBL) senBamg(

Llamemos

{1 (aJRC+ aGLH
b =sen Earctg —_—

RG-W'LC

Sustituyendo tenemos que, para frecuencias grandes
b =sen larcz‘ M =sen l 7T —arcl‘ M
2"\ RG-wLC 2 S\ @LC-RG

aRC + aGLj
W'LC-RG

b=sen T cos larct M —cos| — |sen larct M
2 ) 2B PLc-RG 2 2B T GLe-RG

b =sen 7—T—larct (
2 2 &

b=1 Eo{%arctg( WRC + wGLj

———— | [+0[den larct (C(RC+ CGL)
W'LC-RG 2 &

WLC-RG

b—cos larcz‘ M
2"\ wLC-RG

También sabemos que para angulos pequefios
tga=a; cosa =1

Para frecuencias grandes vemos que
WRC + aGL

W'LC-RG



es un valor pequefio por lo que

1
b =cos| —arct

~

~

WRC + wGLH

(1 WRC + cGLj
_— 0S
W'LC-RG

2 WJLC-RG

Con este resultado podemos volver al célculo de la parte real de y que recordamos que vale
WRC + aGL ﬂ

2 2 1
Im[y] :‘\‘/(RG_(A}LC) +( WRC + OQ;L) sen{aarctg(m

Para frecuencias grandes podemos escribir la expresion aproximada

Im[y] :‘\‘/(RG— WLC) +(aRC + L)’

Como a frecuencias grandes
W LC> RG

podemos aproximar
RG-WLC=-WLC

y sustituyendo

im[)] =4S °C* + & (RC +GLY’

Como a frecuencias grandes
W' *C* > o (RC+GL)

podemos aproximar
W'C* + o} (RC+GL) = JI2C?

y sustituyendo

im[y] =& 2

y finalmente

Im[y] = w/LC

Con estos resultados podemos volver a retomar el valor de la funcion de transferencia del
cable cuando se deja en circuito abierto que vimos que vale

_ 2 _ 2
H(w) = PR Y 1728 BT 23 I e DT )

2
P P B I S R

H(w) =

2

H= ] {cos(tm[yz])+ jsen (1m[ y=. T} -+ {cos (1m[ yz.]) = sen (1m] 1.}



2

H =
(W) (eRe[Vze] 4o R ) cos(Im[ VZE]) +j(eRe[We] _ we])sen(lm[ VZe])

Para frecuencias grandes

Re[yz] =Re[ )} =, sz—J;_nge

Im[yzg] =Im[ y] z, = Co\/ﬁzg

y sustituyendo
2
H(w) = RC+GL_ _RC+GL_ RC+GL_ _RCGL
[ezm Tte 2iC e}cos(ze LCa))+j[eNE —e 2iC Jsen(zg LCa))

Llamando
RC+GL _RC+GL

Y=eiC 4, 2T

RC+GL _RC+GL

B =e MLC e —e 2Ic ¢

tenemos para el espectro

H(w)= -
Acos (ze LCa)) + jBsen (ze LCa))
y su amplitud
2
[H (@)=

\/A2 cos’ (Ze\/ﬁa)) +B%sen’ (zgma))

0, lo que es lo mismo,

|H(CU)| = 2[A2 cos’ (Ze\/ﬁa)) + B% sen’ (Ze\/iaﬂ—l/z

Los méaximos y minimos del espectro de amplitud son aquellos en los que la derivada se
anula, es decir,

d|H(w)|
dw

=0

w=q),

Derivando tenemos
d|H(w)|
dow

=, = 2(_%)[1‘12 cos’ (ZF LCa)m) + B%sen? (Ze LC%)}_S/Z .

[E—ZAzze LC cos(ze\/ﬁa)m)sen(ze LCa;n) +2Bzze\/ﬁsen(ze\/ﬁagl)cos(ze\/ﬁ a,g)} =0

Esta ecuacion tiene dos soluciones. La primera de ellas es

[Az cos’ (zg LCw, ) + B? sen’ (Ze\/ﬁc% )}_3/2 =0



1

3/2 = O
[Az cos’ (ze LCw, ) + B*sen’ (ze LCCQ,,”

A? cos? (Ze LCa)m)+B2 sen’ (zg LCC%) =0

lo cual es imposible ya que las funciones trigonométricas estdn comprendidas entre -/ y /,
y las constantes A y B son finitas. La otra posible solucion es

2422, cos (- LCw, Jsen (2 NIC @ ) #2582 NTC sen 2 NIC ) os (2, IC ) =0
- G~ sen{2:NTCw, ) + B sen(22.TC @ ) =0
(B - 4 )sen (22, 4TCw,) =0
sen(22,TC,) =0

22 \NLCw, =nm OrE 0,1,2,..

nir
w =—— 0= 0,1,2,..
" 2z NLC
En términos de frecuencia
nit
2nf =——— 0O 0,1,2,...
I 2z \JLC
" e 0,1,2,...

In = 4z NLC

Los valores méximo y minimo del espectro de amplitud se producen a las frecuencias
anteriormente calculadas y valen

(@)= 2

\/Az cos? (2, LCa, ) + B sen® (2,J1C )

Sustituyendo los valores calculados para las frecuencias tenemos

|H(w,)|= 2 0= 0,1,2,...

A*cos’| z \/LCL + B%sen’| z \/LCnin
\/ L ¢ 2z NLC ¢ 2z NLC

= 2 U 0,L2,...

A* cos’ (nnj + B?sen’ (nnj
2 2

|H (a),)




2

|H(a)m) :m Or 0,2,4,...
2
|H(a)m) ~m 7= 1,3,5,...
|H(a)m):% 0= 0,2,4,...

|H(w,)| =% OF 1,3,5,...

Recordando los valores de 4 y B tenemos

2
|H(w,)|= e o LF 0,2,4,..

ZE z(‘
e 24JLC +e 2JLC

2
|H(@,)| = ez~ F 135
ezﬁ ¢ —e 2JIC ¢

Si trazamos esos valores como lineas discontinuas tenemos el siguiente grafico
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