TEORIA TTC-001: TRANSMISION DE DATOS POR CABLE

1.- Modelo con parametros distribuidos

En buen niimero de sistemas de comunicaciones se utiliza como medio fisico de transmision un
conductor eléctrico, normalmente en forma de pares trenzados o coaxiales. Estos cables pueden
ser en ocasiones de longitudes elevadas (varios kilometros), por lo que no pueden considerarse
como conductores ideales. El comportamiento no ideal de estos cables da origen a fendémenos
fisicos significativos, como por ejemplo la reflexion. Estos fenomenos deben ser adecuadamente
conocidos para poder disenar y trabajar con conductores eléctricos. Por tanto estudiaremos a
continuacion esta situacion.

Un cable simple, estd formado por dos
conductores metalicos, normalmente de Ry L;
cobre, aunque también pueden contener

aluminio, acero y otros materiales. Estos VY Z)i%@
conductores estan separados entre si por
uno o varios aislantes (plastico, papel, C— Gy
aire, etc.). Esta disposicion fisica
discurre a lo largo de toda la longitud
del cable. Pues bien, como sabemos, la
conjuncion de un conductor, un aislante
y un conductor constituye lo que se denomina un condensador. La capacidad de este
condensador dependera de la disposicion geométrica del cable, didmetros, separacion entre
hilos, material aislante, etcétera. Pero ademas de todo esto dependera también de la longitud del
cable. Para un mismo tipo de cable, a mayor longitud, mayor capacidad: la capacidad es
directamente proporcional a la longitud.

Figura 1. Modelo RLGC del cable

Un cable presenta también un comportamiento inductivo. En efecto, el cable puede verse como
una espira cerrada en sus extremos por el generador y la carga respectivamente. La
autoinduccion del cable dependera del area de la espira y de las caracteristicas magnéticas del
medio fisico circundado por la espira. En definitiva, igual que en el caso anterior, la
autoinduccion del cable dependera de su disposicion geométrica, didmetros de los conductores,
separacion entre hilos, material aislante, etcétera. Pero ademas de todo esto dependera también,
obviamente, de la longitud del cable. Para un mismo tipo de cable, a mayor longitud, mayor
autoinduccion: la inductancia es directamente proporcional a la longitud.

El tercero de los comportamientos no ideales de un cable es el resistivo. En efecto, aunque los
materiales utilizados son buenos conductores de la electricidad (baja resistividad), al aumentar la
longitud, aumentara la resistencia del cable: la resistencia es directamente proporcional a la
longitud.

Por ultimo, dado que los dieléctricos no son perfectos, también aparece un efecto resistivo, de
gran valor pero no infinito, que permite el paso de corriente a través del aislante de los dos hilos
del cable. Este fenomeno suele representarse mediante una conductancia de valor muy pequefio



que aumenta proporcionalmente con la longitud del cable. Con todo ello podemos proponer un
primer modelo eléctrico del comportamiento del cable, tal como aparece en la figura 1, con una
resistencia de valor Rz, una bobina de valor Lz, un condensador de valor C7, y una conductancia
de valor Gr.

En el estudio que vamos a presentar nos permitiremos hacer una simplificacion: consideraremos
que el cable no tiene pérdidas, es decir, que el valor de su resistencia y su conductancia son
despreciables. Dos son las razones que justifican esta simplificacién. En primer lugar, el estudio
del fenomeno simplificado presenta el mismo comportamiento cualitativo en lo referente a
propagacion de sefiales y reflexiones, que es el aspecto que nos interesa considerar. En segundo
lugar, los cables de comunicaciones suelen ser operados a frecuencias elevadas en las que el
efecto de la inductancia y del condensador son mucho mas importantes que el efecto resistivo.
No olvidemos que las impedancias de la bobina y el condensador son, respectivamente:
1

= jal =— 1
Z1=] Zc I [1]

lo que hace que, cuando la frecuencia sea alta, Z; tenga un valor grande y Z¢ uno pequefio. En
este caso, al estar la bobina en serie con la resistencia y el L
condensador en paralelo con la conductancia, la importancia T

relativa de la resistencia y la conductancia sean pequenas. / é é é 6\

Con todo el razonamiento anterior llegamos a un modelo del
cable sin pérdidas como el que aparece en la figura 2. Pero -G
cabria preguntarse, ;por qué un modelo con la bobina primero
y el condensador después, y no al revés (figura 3)?

(Qué razones fisicas avalan un modelo frente a otro? La | Figura 2. Modelo LC del cable
respuesta es que, ninguno de los dos modelos tiene
preeminencia sobre el otro, pero los resultados que se
obtienen son diferentes si se usa uno u otro modelo. La razén L
de esto estriba en el hecho de que, en realidad, el cable fisico T
no tiene primero la bobina y después el condensador, ni __4/6666\_
tampoco la situacion contraria. El efecto autoinductivo y
capacitivo se van entremezclando a lo largo de toda la
longitud del cable. No tenemos una bobina ni un C;
condensador concentrados espacialmente en un punto del
cable, sino distribuidos a lo largo de toda su longitud. Este
tipo de circuitos, en los que interviene la distribucion espacial
de sus componentes (sus dimensiones fisicas), se denomina | Figura 3. Modelo LC alternativo
circuito de parametros distribuidos, frente a los circuitos
eléctricos y electronicos convencionales que se denominan
circuitos de parametros concentrados.

Por tanto, para poder hacer un analisis mas preciso del comportamiento del cable, lo dividiremos
imaginariamente en » trozos iguales, y estudiaremos cada trozo de acuerdo con el modelo de la



figura 2 (el resultado final no varia si, por el contrario, decidimos escoger un modelo como el de
la figura 3). El resultado es un modelo eléctrico complejo como el representado en la figura 4.
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Figura 4. Modelo eléctrico del cable sin pérdidas

Si suponemos que el cable discurre a lo largo de un eje z durante una longitud total z7, la
longitud de cada segmento del cable sera

Nz=2T [2]
n
L
L® W L, (1)
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Figura 5. Modelo eléctrico de un segmento del cable

Analicemos el comportamiento de un segmento del cable tal como el mostrado en la figura 5. Se
tiene que

Vj(t):Ljd]j(t)+Vj+l(t)
dt 3]
_ dv (1)
I, Ci— +10(Y)

El valor de la inductancia y capacidad del segmento estudiado es igual a la de los demaés
segmentos si suponemos que el cable es homogéneo a lo largo de toda su longitud. En este tipo
de situaciones con parametros distribuidos, suele hablarse de la inductancia y capacidad unitaria
(por unidad de longitud) definida como L, y C, respectivamente, o bien a secas Ly C:

L:LU:£ C:CMZQ

T Zr

[4]

El denominar L y C a las inductancias y capacidad unitarias respectivamente es una practica
comun en la bibliografia, aunque puede causar algunas confusiones, pues no se trata de la



inductancia y capacidad del cable, sino de sus valores unitarios, midiéndose en Henrios/metro y
Faradios/metro respectivamente. Es conveniente subrayar que estos valores unitarios no
dependen de la longitud del cable, sino tan solo del tipo de cable (disposicion geométrica, tipo
de materiales usados, etc.). Con estas consideraciones, la inductancia y capacidad del segmento
de cable estudiado pueden describirse mediante

Li=LAz (C,=CAz [5]

Pero volvamos al analisis del circuito que habiamos planteado en la ecuacion [3], y prestemos
atencion a los incrementos de tension e intensidad que se producen en cada segmento del cable,

lo cual se puede expresar mediante
dl ; (1)

AVj(t):Vjﬂ(t)'V_/(t):'LAZT

dv ;. (1)
dt

[6]
AL/W=1,u0-1,0)=-C A

Por su parte los incrementos unitarios (por unidad de longitud) de tensién e intensidad son

AV, _ , dli(1

AAZ dt 7]
1,01 —C deJr](t)

Az dt

Estas son las ecuaciones que rigen el comportamiento del modelo con n segmentos. Pero,
[cuantos segmentos son necesarios para un analisis correcto del circuito? La respuesta es obvia:
cuantos mas segmentos se utilicen, mas aproximada sera la solucion, obteniéndose la solucion
exacta cuando el niimero de segmentos tiende a infinito, o lo que es lo mismo, cuando la
longitud de cada segmento tienda a cero. Antes de proseguir conviene sefialar que Vj(?) es una
forma de indicar la tension eléctrica que hay al comienzo del segmento j en el instante z. Pero
esto puede también denominarse mediante V(t,z;), es decir la tension eléctrica en el instante ¢ en
el punto del cable situado a una distancia z; del origen. Esta notacion tiene la ventaja de poner
claramente de manifiesto que la tension eléctrica es, en este caso, una funcion de dos variables:
el tiempo ¢ y la posicion en el cable z. Cuando tenemos un niimero finito de segmentos, podemos
hacer referencias a ellos mediante los nimeros naturales 7, 2, 3, ..., j; o bien mediante sus
posiciones en el cable z;, z3, z3, ..., z. Pero al tender a infinito el niimero de segmentos su
posicion fisica habra que identificarla mediante un nimero real z, y por tanto la tension eléctrica
en ese punto se denominara V(z,z). Al quedar de manifiesto que la tension V(%z) es una funcion
de dos variables, las derivadas con respecto a ¢ y z toman la forma de derivadas parciales. Los
razonamientos anteriores son igualmente vélidos para la intensidad que, por tanto, pasa a
denotarse como /(z,z). Con todos estos considerandos, al tender a cero la longitud de los
segmentos, la ecuacion [7] se transforma en

Vtz) _ I 0l(t,z)
0z ot
0l(t,z) _ c oV(t,z)
0z ot

[8]



2.- Calculo de la tension en el cable

El sistema de ecuaciones anterior es el que rige el comportamiento de las sefiales en un cable.
Pueden aislarse facilmente las tensiones e intensidades en esa expresion. En efecto, para aislar la
tension, basta derivar la primera ecuacion con respecto a z y la segunda con respecto a z, con lo
que se obtiene

o’Vtz) _ 7 9’ I(t,z)

07 0t 0z [9]
o’ I(t,z) _ - ’V(tz)
0z 0t 0f
y sustituyendo
2 2
0 ;/(t;z) —IC 0 Z(Z:Z) [10]
z t

Por el contrario, para aislar en [8] la intensidad, basta derivar la primera ecuacion con respecto a
t y la segunda con respecto a z, con lo que se obtiene

2 2
0 ;/(t;z) —IC d Z(Z:Z) [11]
z t
y sustituyendo
2 2
z t

La resolucion detallada de las ecuaciones diferenciales aqui planteadas, se sale del alcance de
estas lineas, teniendo ademas en cuenta, que los resultados que nos interesan pueden obtenerse
con un analisis menos riguroso. Para realizarlo vamos a fijarnos en primer lugar en la solucion
de la ecuacion [10], denominada ecuacion del telegrafista, para el valor de la tension. El
procedimiento que vamos a seguir es el siguiente: 1) se mostrard una primera funcion que es una
solucion particular de la ecuacion; 2) se mostrard una segunda funcién que es otra solucion
particular de la ecuacion; y 3) segun la teoria general de ecuaciones diferenciales, se formara la
solucion general como suma de las dos soluciones particulares, teniendo en cuenta que las
condiciones de contorno del problema fijaran los parametros libres de la solucion.

1) Primera solucioén particular de la ecuacion diferencial
Se puede demostrar que una solucion particular de la ecuacion diferencial [10] toma la forma

Vit z) = F,(z-gj [13]

donde F; es una funcion cualquiera (que se determinara por las condiciones de contorno), y v
que, como se puede demostrar, tiene dimensiones de velocidad (metros/seg.), se denomina
velocidad de propagacion y se define como



v=—— [14]

Demostremos que, efectivamente, se satisface la ecuacion diferencial. Para ello hallemos las
derivadas parciales correspondientes, segun

ar, :
é”=F{wa [15]
’Vitz) . z
a;):F{F;J [16]
WD [e-2) [17]
0z v v
aVitz) 1 . z
s o
Esta tltima expresion puede desarrollarse como
aVitz) 1 . z
) _?F’(t_;j [19]

lo que evidentemente satisface la ecuacion diferencial [10].

2) Segunda solucion particular de la ecuacion diferencial
Se puede demostrar que una segunda solucion particular de la ecuacion diferencial [10] toma la

forma
ymﬁ=ih@ﬁj [20]

6 22 v2 v

donde F’; es una funcion cualquiera (que se determinara por las condiciones de contorno), y v es
la velocidad de propagacion que se defini6 en la ecuacion [14]. Demostremos que,
efectivamente, se satisface la ecuacion diferencial. Para ello hallemos las derivadas parciales
correspondientes, segun

vtz _ Fz(t—l-ij [21]
ot v

0V(t2) _ F'Z(tJrij 22]
or %

oV(t,z) :le(t+£J 23]
v



m=%p{r+£} [24]

622 v v

Esta tltima expresion puede desarrollarse como

2 2
LAl é/(f;z) - LC F'z(t +§j —pc 2 anZ 2 [25]
z

lo que evidentemente satisface la ecuacion diferencial [10].

3) Solucion general de la ecuacion diferencial.
La solucion general de la ecuacion diferencial se obtiene como suma de las dos soluciones
particulares anteriores, tomando pues la forma

Vitz)= Ft-2)+F+>) [26]
% %

Como ya apuntamos anteriormente, la determinacion de las funciones F; y F, se realizara en
funcién de las condiciones de contorno del problema. Puede observarse que la tension consta de
dos sumandos que se denominardn, por razones que quedardn claras mas adelante, Vy y V.
respectivamente.

z z
V.=F|t=2| V.=E|t+>| V@tz)=V, +V. [27]
\% \%
Fi(x) F,(t-ziv)
z=0 metros
0 1 2 3 ) x o ) 2 s . t
Figura 7. Funcién F1 Figura 7. Tension en z=0

La funcion ¥, es una onda de tension que viaja en el sentido positivo del eje z. Veamoslo.
Supongamos que la funcién F;(x) toma la forma que se muestra en la figura 6. Supongamos
igualmente que el valor de v es de 1 metro por segundo. En este caso, el valor de la tension en
distintos puntos del cable (z=0, z=1 metro, z=2 metros), queda reflejada en las figuras 7, 8 y 9
respectivamente.



Se puede observar que, efectivamente, la tension V', es una onda que se desplaza en el sentido
positivo del eje z con una velocidad v. Analogamente puede mostrarse que la tension V. es una
onda que se desplaza en el sentido negativo del eje z. Por tanto la tensidon V(z,z) estara formada
por dos ondas que viajan por el cable en sentido opuesto. Cuando se inyecta un pulso de tension
en un extremo (z=0), y se aplican condiciones de contorno para la resolucion de la ecuacion
diferencial, se observa que el pulso se propoga como V, llega al otro extremo y se refleja, mas o
menos atenuado, en forma de V.. V; y V. toman pues la forma de una onda incidente y reflejada
respectivamente. Pero no adelantemos acontecimientos y prosigamos con el andlisis del circuito.

F,(t-z/v) F(t-zlv)

z=1 metro z=2 metros

()} 1 2 3 4 t 0 1 2 3 4 t

Figura 9. Tension en z=1 Figura 9. Tension en z=2

3.- Calculo de la intensidad en el cable

Veamos ahora que ocurre con la intensidad en el cable. Para ello podemos recurrir a la
ecuacion [12] y proceder de manera andloga al caso de la tension. No obstante, puesto que ya se
ha resuelto el circuito para el célculo de esta tension [26], podemos obtener el valor de la
intensidad, de forma mas simple, recordando la ecuacion [8], segiin

tz) _ I 0I(t,z)

28
0z ot [28]
Sustituyendo en esta ecuacion el valor ya calculado de la tension, se obtiene
0I(t,z 1. z 1. z
22D L2yt g [29]
ot % v %
Integrando con respecto a ¢ tenemos
I(z,z)=ifpj(r-5)dz-ifpz(z+i)dz [30]
Lv v Lv v

Haciendo los cambios de variables siguientes

x=t-2; y=t+%; dx=dy dv=dt [31]
A% A%



se tiene

1, z)=§f Fl(x)dx-éf Fo)dy [32]

1t.2) =Liv[F,(x)-F2(y)]+K [33]

donde K es la constante de integracion. Pero K sera constante con respecto a la variable de
integracion, es decir ¢, pero no necesariamente respecto a z. Teniendo esto en cuenta, y haciendo
el cambio inverso de variables, tenemos

I(t,Z)=é{F1(t-%)-Fz(t+%)}+f(Z) [34]

expresion en la que f(z) hace las veces de constante de integracion. Calculemos su valor
recurriendo de nuevo a la ecuacion [8]

0l(t,z) _ C oV(t,z)

35
0z ot 53]
y sustituyendo en ella los valores de V(%,z) y de I(,z) ya calculados
1] . z . z df(z . z . z
-—{Fl(r-—)m(r +—)}+ﬂ= -C{Fl(z-—)mm—)} 136]
Lv v v dz v V
Teniendo en cuenta que
11
ol =
LC
se puede escribir
df(z i z i z
[Fl(f-—)+ L+ )} ﬂ—-c[ ,(r-;)m(w;)} 38]
9e _ [39]
dz

lo que significa que f{z) es una constante que no depende ni de ¢ ni de z. Por tanto, la intensidad
(1,z) estard compuesta por un término de continua, mas dos ondas que se desplazan en sentido
contrario. Puesto que en nuestro analisis no es significativo el mayor o menor nivel de continua
de la intensidad, podemos no considerarla para nuestros propdsitos y describir por tanto la
intensidad mediante la expresion

1(t,2) = I:Fl(t__) Fot+ )} [40]



En esta expresion al término Lv se le denomina impedancia caracteristica del cable ya que, como
se puede demuestrar, tiene dimensiones de ohmios. Este valor se denota mediante Z,, de tal

forma que
1 L
Zy=Lv=L—= |~ 41
’ Jic \c [41]

Con ello, y recordando la ecuacion [27], el valor de la intensidad en el cable puede escribirse
como

I,2)=1V [42]

0

Conviene insistir en este punto que la impedancia caracteristica del cable no depende de la
longitud, sino de la disposicion geométrica de los conductores, tipos de materiales, etc. No debe
confundirse, por tanto, la impedancia caracteristica de un cable determinado (funcion del tipo de
cable) con su impedancia, la cual si depende de la longitud. Son tipicas las impedancias
caracteristicas de 600 ohmios para los pares telefénicos, de 75 ohmios para los coaxiales usados
habitualmente en aplicaciones de television, y de 50 ohmios para coaxiales usados en redes
locales.

4.- Reflexion en una carga

Si el cable es cargado en un extremo con una impedancia de valor Z;, en dicho punto se
cumpliran simultaneamente las ecuaciones del cable y las de la carga. Denominemos Vi (2) e I.()
respectivamente a la tension y a la intensidad en la carga. Obviamente se cumplira, aplicando la
ley de Ohm a la carga, que

Vi)=1.027, [43]
Por otra parte es claro que la tension y la intensidad del cable en el extremo de conexion de la
carga coincidirdn con los de ésta. Si denominamos z, a la coordenada z del extremo en el que se
conecta la carga tendremos que

Vi=Viz)=v.+v. L=ltz)="20 [44]
Zo
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion de la carga [43] obtenemos
vy Ly, [45]
Zo
Operando tenemos
ViZotV.Zo=ViZLV ZL [46]

y despejando los términos de tension
V—(ZL+ZO):V+(ZL _Zo) [47]



En esta expresion estd ya indicada la relacion que existe entre V. y V., es decir, la relacion entre
la onda que viaja hacia la izquierda y la que viaja hacia la derecha, por efecto de la carga. La
presencia de la carga supone una reflexion de forma que la tension V', alcanza el extremo del
cable y "rebota", de forma mas o menos perfecta, formandose V.. Esto mismo puede verse de
otra forma: la energia de la onda de tension V7, al alcanzar el extremo del cable, en parte es
absorbida y disipada por la carga, y en parte es reflejada de nuevo hacia el cable en forma de
onda de tension V.. La mayor o menor intensidad de la reflexion se mide mediante el
denominado coeficiente de reflexion (p), que se define mediante

V._Z.-Z
p=—= il [48]
Ve ZitZo

Como puede verse directamente en esta expresion, si la impedancia de la carga es igual a la
impedancia caracteristica del cable (Z,=2)) el coeficiente de reflexion es nulo, es decir, no existe
onda reflejada en el cable.

En muchas aplicaciones de comunicaciones ¢éste es el efecto deseado por un doble motivo. En
primer lugar porque, de esta forma, se asegura que la transmision de energia a la carga es la
maxima posible (no hay energia reflejada). Por otra parte, la ausencia de onda reflejada evita los
problemas de superposicion entre una onda de tension incidente (V;), normalmente portadora de
informacion, y otra onda reflejada (V.) que lleva, en forma més o menos atenuada, la
informacion que circulé ya de forma incidente algin tiempo atrés. Esta superposicion puede
impedir la adecuada recepcion de informacion por los diferentes equipos que se encuentren
conectados en distintos puntos del cable.

Por todo ello, es frecuente que en muchas aplicaciones de transmision de datos, por ejemplo en
redes locales, se sitien deliberadamente unos "terminadores" en los extremos del cable. Estos
terminadores no son sino impedancias de carga de igual valor a la impedancia caracteristica del
cable que evitan las reflexiones y, por tanto, las superposiciones indeseadas y las posibles
pérdidas de informacion.



