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Algebra de Boole

Entender el funcionamiento de los circuitos digitales que usamos

requiere conocer el concepto de algebra de Boole.
Recordatorio previo

« Un operador binario interno en un conjunto C es una funcion de
C2=CxCenC.

« Ejemplos:
operador suma en R operador producto en R
R2=RxR R R2=R xR




Algebra de Boole

» Por definicion, un algebra de Boole es una terna <B,+ *> en la que:
= B es un conjunto no vacio. Sus elementos se denominan valores Booleanos.
= + (or) y * (and) son dos operadores binarios internos en B.

= B tiene un elemento denominado nulo (representado por 0) y otro
denominado identidad (representado por 1) tales que se cumplen los
siguientes postulados/axiomas:

1. Ley de identidad

V x € B: X+0=X A X=X
2. Ley conmutativa
V Xy € B: X+y=y+X A Xey=yeX
3. Ley distributiva
VXxyz€&€B: Xe(y+2)=(Xy)+(x*z) N xHy*z)=(x+y)*(x+2)
4. Ley del complemento
VxeB3iceB: X+c=1 A xec=0

» En la notacion usual, el operador e tiene precedencia sobre el +.
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Algebra de Boole

» Pregunta: ;Es <R, suma, producto> un algebra de Boole?
» Si asi lo cree, responda a las siguientes preguntas:

« ¢Cual seria el elemento nulo?

« ¢Cual seria el elemento identidad?

« ¢Se cumplen los postulados anteriores?

1. Ley de identidad

V x € B: X+0=x A X=X
2. Ley conmutativa
Vxye€B: X+y=y+X A Xey=yeX

3. Ley distributiva

V x,y,z € B: Xe(y+z)=(x*y)+(xez) N XH(y*z)=(Xx+y)*(Xx+2z)
4. Ley del complemento

VxeBdceB: X+c=1 N xec=0
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Algebra de Boole

» Pregunta: sea D un conjunto no vacio y sea P el conjunto de todos los
subconjuntos de D (partes de D), ¢Es <P,U,N> un algebra de Boole?
» Siasilo cree, responda a las siguientes preguntas:
« ¢Cual seria el elemento nulo?
« ¢Cual seria el elemento identidad?
« ¢Se cumplen los postulados anteriores?

1. Ley de identidad

VxeEB: X+0=Xx A X=X
2. Ley conmutativa
V Xy € B: X+y=y+X N Xey=yeX

3. Ley distributiva
VXxyz€&€B: Xe(y+z)=(xey)+(xez) A xH(y-z)=(x+y)(x+2)
4. Ley del complemento
VxeB3dceB: X+c=1 A xec=0
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Algebra de Boole

» Definicion: Sean dos elementos x y ¢ de un algebra de Boole, se dice que c
es el complementario (o complemento) de x siy solo si x+c=1 /A x+c=0.
» Puede demostrarse que todo algebre de Boole <B,+,*> cumple los

siguientes teoremas:
1) Ley de idempotencia

VxeB: X+X=X N XeX=X
2) Ley de unicidad del complemento
VxeBdlceB: X+c=1 A xec=0

Esto da pie a definir el operador unario not que asocia a cada elemento
su complementario. Se representa mediante superrallado.
3) Ley de los elementos dominantes

VY x € B: X+1=1 A x<0=0
4) Ley involutiva
VY x € B: X=X
5) Ley de absorcion:
V xye€B: X+H(Xey)=x AN Xe(X+Yy)=X
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Algebra de Boole

(continuacion de los teoremas)

6) Ley del consenso:

V x,y € B: X+(X*y)=X+Y A X*(X+Yy)=X*y
7) Ley asociativa
V Xy,z € B: xX+(y+z)=(x+y)+z A Xe(y*z)=(xy)*z

esto permite omitir paréntesis en muchas expresiones
8) Ley de De Morgan:

V x,y € B: XeY=X+Y A X+y=Xsy
9) Ley de De Morgan generalizada:

V XV,2z..€ B  Xeyeze..=X+ty+z+... A
X+Y+Z+. . . =Xy 720
10)Ley del consenso generalizado:
V XY,z € B (Xy)t(x-2)+(y*z)=(x*y)+(x*z) A

(X+Y)*(X+2)*(y+2)=(X+y)*(x+2)
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Algebra de Boole

» Los teoremas anteriores se han numerado porque cada uno de ellos se
puede demostrar usando los postulados o/y teoremas previamente
demostrados.

» Principio de dualidad: Todo postulado, teorema o demostracion (en el que
no se hayan omitido los paréntesis) del dlgebra de Boole se transforma en
otro postulado, teorema o demostracion igualmente valido si se
intercambia el 0 porel 1 y el + porel .

X '+ ®=X X (e ®=X
» Ejemplo: Demostracién algebraica de los teoremas 5a y 5b:
Xy XLy Fxe @) g () 5 el g

P1b POSTULADOS/
TEOREMAS
DUALES

K 61y) 51,000) * (64y) g5, X+ 0, X+ Y403, X640 5,
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Algebra de conmutacion

» Un algebra de conmutacion es un caso especial del algebra de Boole en

el que los Unicos valores booleanos son el 1 y el 0, es decir, B={0,1}.
» Alos elementos del algebra de conmutacién se le llaman valores I6gicos.
» Dado que el conjunto de valores logicos es finito, cualquier operador
interno de un algebra de conmutacion puede definirse usando una tabla
con tantas entradas como elementos tenga el conjunto origen. A dicha
tabla se le llama tabla de verdad.
» Preguntas sobre el algebra de conmutacion:
« ¢Cudl es la tabla de verdad del complemento (NOT)?
« (A qué es igual B®en el algebra de conmutacion?
« ¢Cudl es la tabla de verdad de +?
« ¢(Cual es la tabla de verdad de *?
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Operadores logicos

» Operadores del algebra de conmutacion de uso frecuente:

Nombre del operador Representaciones
IDENTIDAD X
NOT X,NOT X, /X, X', #X
OR X+Y, XORY
NOR X+Y, X NORY
AND XY, XAND Y, X&Y
NAND XY, X NANDY
XOR,EXOR,EOR X@Y, X EXORY
XNOR XY, X XNORY

» Los dispositivos que calculan exclusivamente uno de estos operadores
se denominan puertas logicas.




Operadores logicos

» simbolos de las puertas que implementan los operadores:

» NOT (inversor) X Y
01
salida 1 0
_ Y=X
Tabla de verdad
1
1 O
(Institute of Electrical and Electronics Engineers) Simbolo IEEE
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Operadores logicos

» simbolos de las puertas que implementan los operadores:

» BUFFER (identidad) X Y
00
salida 1 1
— Y=X
Tabla de verdad
1
(Institute of Electrical and Electronics Engineers) Simbolo IEEE

uwr DT
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Operadores logicos

» simbolos de las puertas que implementan los operadores:

» OR XY
00

01

X s 10
z=X+y
y 11

Tabla de verdad

— e = S N

— >1

Simbolo IEEE
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» simbolos de las puertas que implementan los operadores:

» NOR

Operadores logicos

XY
00
01

10
X .
y Tabla de verdad

Y4

oS O O -

>1

Simbolo IEEE

A

us

DT
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Operadores logicos

» simbolos de las puertas que implementan los operadores:

XY Z
> AND 00 0
01 0
S 10 0
Z=X°y 11 1
Y — Tabla de verdad
— &

Simbolo IEEE
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» NAND

Operadores logicos

» simbolos de las puertas que implementan los operadores:

D

Z=X°y

XY V4
00 1
01 1
10 1
11 0
Tabla de verdad
&
Oi

Simbolo IEEE

A
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Operadores logicos

» simbolos de las puertas que implementan los operadores:

» EXOR
XY V4
00 0 — :1
X —v@ 01 1 |
y £=X y 10 1 ]
11 0
Tabla de verdad Simbolo IEEE
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Operadores logicos

» simbolos de las puertas que implementan los operadores:

» XNOR
XY V4
00 1 — :1
X 01 0 O——
Z=Xoy
y 10 0 ]
11 1
Tabla de verdad Simbolo IEEE
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Operadores logicos

» Los operadores +, ¢, ® y & son conmutativos y asociativos, lo que permite
omitir paréntesis en muchas expresiones sin que haya ambigiiedad. Por
ejemplo:

VH(XH(Y+2))=((v+X)+y)+z=(VHX)Hy+2)=v+X+y+2
Ve(xe(y*2))=((vex)y)-z=(vX)*(y*z)=VoX°y*z
ve(xe(yez))=((vex)ey)ez=(vex)e(yez)=vexeyez
Ve Xe(Yoz) )= ((VeX oy JoZ=(VoX ) Yoz ) =Vexeyez

» Esto da pie a definir generalizaciones de esos operadores cuyas entradas
son listas de un numero cualquiera de elementos booleanos.

» Los operadores complementarios a estos (NAND, NOR) pueden
generalizarse de forma similar.

» Las puertas que implementan esos operadores generalizados pueden
tener, por tanto, mas de dos entradas.
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Tecnologias de implementacion

Para construir maquinas calculadoras se han usado distintas tecnologias:
» Mecanica (ruedas dentadas, tarjetas perforadas, etc)

* Pascaline (Blaise Pascal)

* Maquina analitica (Charles Babbage, Percy Edwin)
» Electromecanica (electroimanes, relés)

* FACOM 100/128 (Fujitsu)
» Electrdonica (tubos de vacio, transistores)

A

e DT 20



Implementacion electronica

» En electrénica de conmutacién los valores logicos se representan con
magnitudes eléctricas, usualmente tensiones. Existen dos alternativas:
« Logica positiva: El valor nominal mas alto de la magnitud (H)
representa el 1, mientras que el mas bajo (L) representa el 0.
« Lodgica negativa: El valor nominal mas alto de la magnitud (H)
representa el 0, mientras que el mas bajo (L) representa el 1.

> Ejemplo: [ cion | valor I6gico 1] 33V
oV 0 I
3,3V 1 0] oy
.\ O— —QO 4
Circuito electrdnico Vi, |
V. digital Vou _
(inversor) Vou
O O
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Implementacion electronica

» Para implementar operadores de conmutacion, en tecnologia electronica
se emplean unos dispositivos denominados transistores construidos con
materiales de caracteristicas eléctricas especiales denominados
semiconductores (grupo IV de la tabla periodica).

» Hay diversas caracteristicas que nos permiten clasificar a los
transistores:

« Elemento semiconductor empleado para construirlos
« Germanio
« Galio
« Silicio
« Principio fisico de funcionamiento
« Desplazamiento de portadores de carga (bipolares)
« Efecto campo (MOSFET, FET)
« Geometria (dimensiones)

g DT 2



Transistores bipolares

3 :
p

n
34: NPN

> —O0 0

E
n: mas electrones libres C: Colector
p: mas huecos libres C B E B: Base
? ? ? E: Emisor
E
pn p
B PNP
C

NPN: Un pequena corriente entre
lg I.=P1, B y E permite que una gran

| :
> * c ﬁNlOO corriente pase de C a E.

Aplicacion: amplificadores,
sensores, etc.
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Transistores de efecto campo

Ej: MOSFET

G
S D - Conductor (Poly-Si)
T T Dieléctrico
(Si0,)

D
n n |
NnMQOS G 4‘ 1—‘
P
S
G: puerta (gate) J) -
S: fuente (source) SS > *le
D: drenador (drain) Ves

SS: substrato

NMOS: Una tension positivia
entre Gy S permite que pase
corriente de D a S.

p p
pMOS " © %

PRE RS

Aplicacién: amplificadores,
sensores, etc.
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Transistores FET en conmutacion

region de corte region de saturacion

D D D D

| | o
nMOS G —| :‘ G —| G — G —

1 ?

S S V.. =0 S Vi >>0 S

5 _T V=0 i V,<<0 S

pMOS G ~{ I' G — G — e I
] ] ?

D D D D
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Puertas légicas. Inversor CMOS

« Las puertas ldgicas realizan operaciones simples sobre sefnales
digitales binarias.

* La operacidn digital mas simple (salvo la identidad) es la

inversion, implementada por el inversor. Ve
Vin=0V ] Vout=VCC
in out
Vee o
in out # Vee
o 1
O 1 in 4{ out
1 0 T

S — Vin=VCC7 Vout=0
Simulacidén

o DT -
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http://tinyurl.com/ybtlxm7h

Puertas légicas. NAND CMOS

x —
Z
y —} Las puertas CMOS son

“naturalmente” inversoras
(INV, NAND, NOR, ...)

VCC
42— .
0011V ' V.
0101Vy4" O

Simulacién

DT
u- Departamento de Tecnologia Electronica - Universidad de Sevilla


http://tinyurl.com/yc88adj5

Puertas légicas. NOR CMOS

_

VX —®
# Simulacion

. Vv,
| |
| |

DT
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http://tinyurl.com/ybj62hpr

v

Familias logicas

Hay diferentes tipos de transistores y, para cada tipo, diferentes
geometrias y formas de conectarlos para hacer puertas.

Familia ldgica: Conjunto de puertas que son similares en cuanto a
diseno y tecnologia de fabricacion.

Las puertas de una misma familia l6gica son compatibles entre si y tienen
caracteristicas eléctrico-temporales similares.

Algunas familias logicas son compatibles con otras.

Dentro de una familia, hay subfamilias.

Ge estandar /;JT:Bipolar Junction Transistor \
TTL S TTL: Transistor Transistor Logic
L S ses S: Shottky (speed)
Grupo “7 BJT LS: Low power, Shottky
ECL
ECL: Emitter Coupled Logic
Si BiCMOS
MOSFET: Metal-Oxide-Semiconduc- ||
tor Field-Effect Transistor
pMOS
B’IO S FET 111\«[0 S CMOS: Complementary MOS

\Bi(TI\IO S: Bipolar-CMOS //

CMOS

A

us

DT
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vyvyVYyYvVYyy

Parametros electrico-
temporales

Tiempos de propagacion

Tiempos de transicion

Fan-in / Fan-out

Niveles légicos “altos” y “bajos”, margenes de ruido (ver apéndices)
Potencia consumida (ver apéndices)

A

us
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Parametros temporales:
tiempos de propagacion (retraso)

in ~I><Fout

0.5V

Simulacidon

Retrasos de propagacidon mayores hacen que los
circuitos digitales (computadores) sean mas lentos

DT
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http://tinyurl.com/ycywszhf

Parametros temporales:
tiempos de transicion

in ~I><Fout

0.9V

0.1V Simulaciéon

CC

0 B t

 Tiempo de transicion: | |
- De 10% V_.a 90% V__ (transicion de subida): t, o t ,

- De 90% V_.a 10% V_ (transicion de bajada): t. ot

DT
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http://tinyurl.com/ycywszhf

Parametros electrico-temporales:
Fan-in, Fan-out

— >
Ve
II |
> 0
L < — |IO| >[N x 1]
L
o —

. N
*FAN-IN: NUmero maximo de entradas posible
*FAN-OUT: NUmero maximo de dispositivos que pueden
conectarse a la salida
Limitaciones:
« |l > [N x 1| en ambos casos (salida alta y baja)

- tiempos de transicion y/o propagacion

@ C
) .
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Fabricacidon de circuitos electrénicos

» Logica discreta: Los componentes del circuito se fabrican por
separado y se conectan posteriormente.

* Ldgica integrada: Los componentes del circuito y sus lineas de
interconexidén se fabrican juntos en el mismo trozo de oblea de
material semiconductor. El resultado se denomina circuito
integrado (CHIP).

- Grandes nimeros: de 10 a >1000 millones de transistores en un
sélo chip.
- La mayoria de la electrénica moderna son C.I.
- Tipos:
« de aplicacién especifica (ASIC)
« configurables (ej: FPGA, PAL, CPLD)

DT
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Componentes electronicos

" a s a8 0

oW RO W ﬁ

By Kae - Own work, Public Domain
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=655329

By Christian Taube - Own work, CC BY-SA 2.5,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1503038
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Circuitos integrados

G (56 On5 %
WFokvinn 2]
[uircioped sicaa plas [USG, S0

[ 5ean dloaide: {THCE oide, S04

[]5pn-on daecric (S00)
[WPhoaphor ot gl (PEG)
[ Turgain fM)
lea free Bere e
solder bump
weal layer (nitride or axide)
P50 5N el By
SO0y
T barricr layer I wich stap layer
S mich siop layer -\‘\_“
500 PE-TEGS
S0 saal layar san
http://en.wikipedia.org/wiki/Integrated_circuit = - -
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Autoevaluacion
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https://www.dte.us.es/docencia/etsii/gii-ti/cedti/problemas/problemas-3.pdf

Apéndices
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Parametros eléctricos:
Niveles l6gicos y margen de ruido

logica positiva logica negativa

valores magnitudes que magnitudes que
logicos altos representan 1 representan 0

valores magnitudes que magnitudes que
logicos bajos representan 0 representan 1

» Los conjuntos de valores logicos altos y bajos se definen por convenio.
Por ejemplo, en RS-232 son [-15V,-3V] y [3V,15V].
» Deben ser rangos disjuntos.
« IL max: maximo del conjunto de valores logicos bajos.
« TH min: minimo del conjunto de valores logicos altos.
» Por convenio se definen unas magnitudes de ruido tolerables:
« NMH>0: margen de ruido alto.
« NML>0: margen de ruido bajo.
» Las puertas deben regenerar los valores:
- Si la salida debe tener un valor ldgico alto, entonces debe ser, como
minimo, OH min= IH min + NMH
« Si la salida debe tener un valor logico bajo, entonces debe ser, como
maximo, OL max= IL max - NML

G DT
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Parametros eléctricos:

Niveles l6gicos y margen de ruido

in ~I><Fout V.. A
VvV

CC

VA

OH
NML = V||_ B VOL
NMH = VOH - VIH
NM = min(NM_, NM.)

oL

0 V,V, V_V

CC in

Valores para la familia 74LS
V|H min Vo|-| min NMH V||_ maxX Vo|_ maxX NML
2V 2.4v 0.4v 0.8v 0.4v 0.4v

L ‘ >O H ‘ >O L Simulaciéon

DT
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http://tinyurl.com/yc4d4ufd

3

Parametros eléctricos:

Eotencia consumida

DT

Vee
Vecee Icc a
_ —™ 7
b s
-
GND

P=VxI

La potencia consumida por un circuito digital tiene dos

componentes:

- Estatica: La que se consume siempre que el circuito esté
alimentado. Puede disminuirse bajando la tension de
alimentacion.

« Dindmica: La que se consume solo cuando cambia alguna
entrada. Puede disminuirse bajando la frecuencia con la que
cambian las entradas.

Genera calor.

Es de gran importancia, especialmente en equipos portatiles.

Departamento de Tecnologia Electronica - Universidad de Sevilla



Circuitos integrados. Generaciones

Nombre
SSI
MSI
LSI

VLSI

ULSI

e DT

Significado
Small-scale
integration

Medium-scale
integration

Large-scale
integration

Very large-scale
integration

Ultra-large-scale
integration

Anho No. tt

1964 1al0 Aplicaciones militares y
espaciales

1968 10 a 500 Uso en productos de

consumo
1971 500 a Microprocesadores y
20000 memorias integradas

1980 20000 a Procesadores y memorias
1M avanzados. Automatizacion

1984 > 1M System on Chip (SoC)

https://en.wikipedia.org/wiki/
Integrated_circuit

Departamento de Tecnologia Electronica - Universidad de Sevilla



Circuitos integrados. Tipos

Aplicacion especifica (ASIC) Configurables (ej. FPGA)
‘. ilinX XCO¥0-6

Intel Pentium fr- F B e

; ;-O“*‘F“‘?“_*“‘““““?'__',”’f""-"”- ¢

o B B B
Ll el el Il

0o 0o oo dad

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Fpgala.gif

Dominio Publico
https://www.flickr.com/photos/130561288@N04/16637740870

001 0o O oo

Xilinx XC4010-6. Dominio Publico
https://www.flickr.com/photos/34923408@N07/22054207552/

[
L
"
=
3
&
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Evolucidn

Valvulas

Transistores

By Kguirnela - Own work, CC BY 3.0
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?
curid=3820451

ENIAC (1946) | IBM 360 Model 20 (1966)

“ e ’I',
By Unidentified U.S. Army photographer, Public Domain By Ben Franske - DM IBM $360.jpg on en.wiki, CC BY 2.5
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=978770 https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1189162

DTE

Intel Pentium IV (~50Mtt)

By Vostrouser - Own work, CCO
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?
curid=47766991

U
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Moore’s Law — The number of transistors on integrated circuit chips (1971-2016)

OurWorld
] ; e y " . = ; inD
Moore's law describes the empirical regularity that the number of transistors on integrated circuits doubles approximately every two years. =
This advancement is important as other aspects of technological progress — such as processing speed or the price of electronic products — are

strongly linked to Moore's law.
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Data source: Wikipedia (https://en.wikipedia.org/wiki/Transistor_count)

The data visualization is available at OurWorldinData.org. There you find more visualizations and research on this topic.
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