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1. Introduccion

_

Haz de luz

Espectro
solar

Si se hace pasar un haz de luz blanca por un prisma, se descompone

en haces de colores. Cada color corresponde a una frecuencia

especifica del espectro visible. El término espectro para referirse a

esta descomposicion fue utilizado por primera vez por Newton en 1672.
Un ejemplo de utilizacion del concepto de espectro es la identificacion de
las lineas espectrales que emite un elemento quimico cuando se calienta,
esto constituye una forma de analisis en frecuencia.
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1.Introduccion

El analisis de frecuencia de una senal implica la
descomposicién de una sefal en sus componentes
sinusoidales que son basicamente funciones del tiempo.

Las componentes frecuenciales de la senal proporcionan una
identidad o firma de la sefnal que la distingue de otras.

También es posible la sintesis de una sefal a partir de sus
componentes frecuenciales.

El proceso que permite obtener el espectro de una senal
dada utilizando herramientas matematicas se denomina
analisis espectral.

El proceso de determinar el espectro de una senal
basandose en medidas reales de la misma, se denomina
estimacion espectral.
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2. Series de Fourier para senales
periodicas continuas en el tiempo

Una senal periddica puede expresarse mediante una
combinacion lineal de exponenciales complejas
armonicamente relacionadas.

o0

X (t): Z CkejZJrkFOt

F. es la frecuencia fundamental y Tp=1/FO es el periodo de
X(t).

El calculo de los coeficientes de esta serie se realiza
mediante la expresic’m

—jZJ'CkF t

Es importante garantizar que la serie convergera a x(t). Esto
requiere que x(t) cumpla una serie de requisitos.
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3. Espectro densidad de potencia para
sefales periddicas

Las senales periddicas son senales de potencia. Podemos
establecer las siguientes relaciones

f (¢)] dt——f ) x dt——f (6)Y cfe P gy

k=—o

__J‘ Ck X —Jan:Ft Z |Ck|2

k=—o k=—

La potencia media de la senal es la suma de las potencias
medias de todos los armonicos kF . La representacion de

P _frente a la frecuencias se denomina espectro de

densidad de potencia, solo existe en valores discretos de
frecuencia. El espaciado entre lineas coincide con el valor

de |la frecuencia fundamental.
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3. Espectro densidad de potencia para
seNales periddicas

0258 - o

Ejemplo 02|
015

A 0.1}

—L > D,:;P‘P‘P% A)GTTTG j Tﬁ GTTTG%&G‘F?%

w o P

1 1 AT
co== | x(t)dt== | Adt="— o1 .
Tp T, Tp_r/2 Tp 20 15 10 5 0 5 10 15 20
T/2
o senntk F T
= | Ae ot gp= AT —, k==x1,+2,.
T, T, mkF;t

k=(-20:20); %nUmero de muestras a representar
A=1.; p=0.2; %altura y anchura del pulso
Tp= 4*p; Ff=1./Tp;%frecuencia y periodo fundamental

gk= (A*p./Tp)*(sin(pi*k*Ff*p)./(pi*Ff*k*p));
gk(21)=A*p./Tp;

stem(k,gk);
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3. Espectro densidad de potencia para
sefales periddicas

| T T T
01
o @ @ L T T T T T T g @ @ o
T E L R T & O
o1 L L L L ! L L |
20 15 10 5 0 5 10 15 20
015 —
0.1
0.05 -
o PG DPPPPPRg @?TTTTTTTWTTTTTT?@ 2RPPPP R, ainietolote
RECTUTRTUTLY . d)(bd)dxgdjd)d) (bd)éé)d)d)(bd) - RRTUTUTUT
P %0 4|D 3ID 2|D 1 ID é 1 lD 2ID 3|D 4ID 5|D

A=1.; p=0.2; %altura y anchura del pulso Tp= 10*p; Ff=1./Tp;%frecuencia y periodo fundamental
Tp= 4*p; Ff=1./Tp; %frecuencia y periodo fundamental N=round (50*pi/(2*pi*Ff)) %rango de representacion
N=round (50*pi/(2*pi*Ff)) %rango de representacién k=(-N:N); %numero de muestras a representar
k=(-N:N); %ndmero de muestras a representar gk= (A*p./Tp)*(sin(pi*k*Ff*p)./(pi*Ff*k*p));

gk= (A*p./Tp)*(sin(pi*k*Ff*p)./(pi*Ff*k*p)); gk(N+1)=A*p./Tp;

gk(N+1)=A*p./Tp; subplot (3,1,2)

subplot (3,1,1) stem(k,gk);

stem(k,gk);
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4. Transformada de Fourier para senales
aperiodicas continuas en el tiempo

El ejemplo anterior nos permite apreciar que el aumento del
periodo disminuye el espaciado entre lineas. En el limite
cuando el periodo se hace infinito, la senal se hace
aperiédica y su espectro continuo. La frecuencia se
convierte en una variable continua y el sumatorio de la
serie de Fourier pasa a ser una integral que es la
transformada de Fourlier.

u@ DT 10
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5. Espectro densidad de energia de
sefales aperiddicas

Sea x(t) cualquier senal con energia finita con transformada
de Fourier X(F).

EX:f |x(t)|2dt:f |X (F)]°dF, relacién de Parseval

El espectro es una magnitud compleja que se puede
expresar en forma Polar.

X (F)=|X (F)le’*'"

Esto nos permite definir el espectro densidad de
energia de x(t) de la forma.

Esta magnitud nos permitira calcular la energia de la
senal en las diferentes bandas de frecuencia.

u@ DT 11
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6. Serie de Fourier para sefnal periodica
discreta en el tiempo

El rango de frecuencia para senales discretas en el tiempo
se limita al intervalo (-mt,it) o (0,2m). Una senal discreta en
el tiempo de periodo N puede contar de componentes
separadas 1/N, en consecuencia la serie de Fourier
constara como maximo de N componentes (DFS).

Z Jann/N
Creé
N — 1
— 1 —j2nkn/N
c,.=— D, x|n]e
N
n=0

Los coeficientes de la serie de Fourier forman una secuencia
periodica de periodo N.

N-1 N-1
1

Ck+N:% Z X[n]e—jZT[k(rH N)/N:N Z X[n]e—j2nk(n)/N:Ck
n=0 n=0

Cualquier conjunto de N muestras proporcionan una
descripcion completa de la sefnal o de su espectro.
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/. Espectro densidad de potencia de
seNales periddicas discretas en el tiempo

La potencia media de una senal discreta en el tiempo de periodo N

se define . s
PX:% D |x[nlF=D le,)>  relacion de Parseval
n=0 k=0

Si la senal x[n] es real podemos establecer las siguientes
relaciones x‘[n]=x[n]
C,=C_y
lc,|=|c_,| simetria par
Lc,=—<c_, Simetria impar

Teniendo en cuenta la periodicidad de los coeficientes de Fourier
Cren—Cy
se pueden establecer las siguientes relaciones
lcl=leyl,  xe,=—<xcy
col=leyl,  xcg=—<%cy=0
|C1|:|CN—1|’ X =—<%Cy_
[cypl=leypl,  %cy,=0 si N es par

|C(N—1)/2|:|C(N+1)/2|: FSC(N-1)2="FC(ys1y2 SI N es impar
13
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/. Espectro densidad de potencia de
sefNales periddicas

Por tanto, para una senal real, el espectro ck=0,1,...,N/2 para N
par, o k=0,1,2,...,(N-1)/2 para N impar, especifica por completo
la senal en el dominio de la frecuencia. Lo que es coherente con
el hecho de que la frecuencia relativa mas alta que se puede
representar mediante una senal discreta en el tiempo es igual a

Tt.

0<w,=2nk/N<m, entonces 0<k<N/2

u@ DT 14
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8.Transformada de Fourier para senales
aperiodicas discretas en el tiempo

La transformada de Fourier de una senal de energia finita discreta
en el tiempo se define (DTFT)

o0

X(w)= Y x[n]e”’*"

n=-—oo

X(w) representa el contenido en frecuencia de la senal x[n].

Existen dos grandes diferencias entre esta transformada y la que
es continua en el tiempo:

1. En una senal continua el rango de frecuencias va de -« a «,
mientras que en la senal discreta va de -ma o de 0 a 2m. Es
decir, X(w) es periédica de periodo 2m.

2. La transformada es un sumatorio en lugar de una integral.

La transformada inversa corresponde a

u@ DT 15
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9. Espectro densidad de energia de senales
aperiodicas discretas en el tiempo

La energia de una senal discreta en el tiempo se define

E = Z |x[n]|2:Ef X (w)fdw, relacién de Parseval

n=—o0

El espectro X(w) es una magnitud compleja que puede
expresarse

X (0)=]X (w)e’"

Al igual que en el caso de la senales continuas, se define el
espectro densidad de energia de x[n]

Swl0)=1X (o)

u@ DT 16
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9. Espectro densidad de energia de senales
aperiodicas discretas en el tiempo

Si x[n] es real, se cumplen las siguientes relaciones

X (w)=X(—w)
X (—o)|=]X (o)
<IX(—00):—<)EX((1))

Por lo tanto también se cumple

Sul-w)=$,(0)

XX

A partir de estas propiedades de simetria concluimos que el
rango de frecuencias de senales discretas en el tiempo
puede limitarse a O=w=mn (es decir, la mitad de un periodo)

u@ DT 17
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9. Espectro densidad de energia de senales
aperiodicas discretas en el tiempo

Ejemplos. Determinar y dibujar el espectro de la sefal
x[n]=a"uln], —-1<a<l1

Como |a|<1, la secuencia es absolutamente sumable.

> lnl=X; laf'=

n e Ial

Por tanto, existe la serie de Fourier

X(w)=) a"e’"= ! —
n=0 1—ae”’
1 1
S, =|X(w)= , _—
o= (0) (1—ae’®)(1—ae’”) 1-2acosw+a’

u@ DT 18
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9. Espectro densidad de energia de senales
aperiodicas discretas en el tiempo

Representacidn temporal de y

1@
0.8
n.e
0.4
nz T
0 T?@ﬁ)ﬁ N )
1] 4 10 15 20
muestra
Representacian temporal de y
16
05
D T$(p@ﬁ O O
0.5 M . . L !
1] 4 10 15 20

muestra

« 10°°Contenida en frecuencia de y

1] 1 2 3
W

¥ 1D'300ntenidn en frecuencia de y

)}
—
ta b
a5}

N=512;

nn=0:N;

w = 2*pi*(0:256)/512;

y=0.5.7nn;

Y = fft(y,N);

Pyy = Y.* conj(Y) / 512;
subplot(2,2,1)

stem (0:20,y(1:21))
title('Representacién temporal de y')
xlabel('muestra‘)

subplot (2,2,2)

plot(w,Pyy(1:257)) %dibuja los 257
%primeros puntos, los otros son redundantes
title('Contenido en frecuencia de y')
xlabel('w")

y=(-0.5).”nn;

subplot(2,2,3)

stem (0:20,y(1:21))
title('Representacidon temporal de y')
xlabel('muestra‘)

Y = fft(y,N);

Pyy = Y.* conj(Y) / 512;

subplot (2,2,4)

plot(w,Pyy(1:257))

title('Contenido en frecuencia de y')
xlabel('w')

Cuando a <0, la senal tiene mayor variacion. Esto implica

Componentes mas altos de frecuencia.

ur DT
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10. Relacion entre la transformada de
Fourier y la transformada z

Consideremos la definicion de transformada z:

n=—o

Expresemos z en forma polar y sustituyamos en la expresion

X(z)| _ .= > x[n]reer

n=—oo

Sir=1

Por tanto la transformada de Fourier puede interpretarse
como la transformada z evaluada en el circulo unidad. La
transformada de Fourier existira si el circulo unidad
pertenece a la regién de convergencia de la transformada
Z.
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Hemos visto que la trasformada de Fourier de una senal discreta
en el tiempo aperiédica es una funcién continua de la
frecuencia. Esta representacion no es adecuada
computacionalmente.

Es deseable disponer de herramientas matematicas para trabajar
de manera discreta con la transformada, es decir, a partir de las
muestras de su espectro.

Una representacion en el dominio de la frecuencia como esta nos
lleva a la DFT.

Antes de enunciar la definicidon de esta transformada veremos una
serie de conceptos.

UE DT 21
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Muestreo en el dominio de la frecuencia y reconstruccion
de senales discretas en el tiempo

Consideremos una sefal aperiddica discreta en el tiempo x[n]
cuya transforma de Fourier es

Supongamos que muestreamos X(w) periddicamente en
frecuencias equiespaciadas 6w= 21 /N radianes.

w 27
X 2N—“k = x[nle '*"", k=01,.. N1
Dividimos esta suma infinita en una suma infinita de intervalos de
N muestras
2t -1 2, NZl _j2my, 2Nod 2 w IN+N-1 Ay
X|=—k|=..+ x[nle ™ +> x[nle ¥ + ) x[nle ¥ +.=) x[nle "
N n=—N n=0 n=N |[I=—0 n=IN

UE DT 22
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Muestreo en el dominio de la frecuencia y reconstruccion
de senales discretas en el tiempo

o -1 2y, Nod 2, N- 2T w IN+N-1 2%,
X|Eok|=.4 >, x[nle ™ + > x[nle ¥ + D x[nle ¥ +.=) x[nle ¥
N n=—N n=0 n=N [=—c0 n=IN

Si cambiamos el indice del sumatorio interno de n a n-IN e
intercambiamos el orden de los sumatorios
—jz—nkn

e N

La senal

x [n]= Y x[n—IN]

[=—w

Obtenida por repeticién peridodica de x[n] cada N muestras es
periddica de periodo N.

UE DT 23
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Muestreo en el dominio de la frecuencia y reconstruccion
de senales discretas en el tiempo

x [n]=Y x[n—IN]

|=—

Puede expandirse como serie de Fourier

N-1 .2nnk

xp[n]zz Cke]N , n=0,1,..,N—-1

1 —J N k
c,=— ), x,|n]e n=0,1,...,N—1
PJn:o P

Lo que nos lleva a las relaciones

1 27
=—X|=—k
“N|N
N-1 2mn
xp[n]:iZX 2Tle’ " n=01,.. . N-1
NZ | N

Esto nos dice que puedo recuperar xp[n] a partir de las muestras
del espectro, lo que no implica que pueda recuperar x[n].

UE DT 24
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Muestreo en el dominio de la frecuencia y reconstruccion
de senales discretas en el tiempo

o0

x,[n|= > x[n—IN] x,[n]=

|=—

La recuperacion puede realizarse si x[n] esta limitada en el tiempo
por un periodo L < N. En este caso x[n]=xp[n], O=n=N-1

u@ DT 25
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Muestreo en el dominio de la frecuencia y reconstruccion
de senales discretas en el tiempo

La recuperaciéon puede realizarse si x[n] esta limitada en el tiempo
por un periodo L < N. En este caso x[n]=x [n], 0=n=N-1

L=5;
n=4; N=3;%N<L
N=10; %N>L n=13;
M=n*N; M=n*N,
nn=[0:(N-1)]; nn=[0:(N-1)];
x=zeros(M,1); x=zeros(M,1);
x(1:L)=[54321]; x(1l:L)=[54321]
y=zeros(M,1); y=zeros(M,1);
for I=0:(n-1) for 1=0:(n-1)
y(I*N+1:1*N+N- y(I*N+1:*N+N-
1+1)=x(1:N); 1+1)=x(1:N);
end end
subplot(3,1,1) subplot (3,1,3)

: : stem(0:M-1,x(1:M)); | | stem (0:M-1,y);
title ('L=5") title ('"N=3, N<L')
subplot (3,1,2)
stem (0 M-1,y);
title ('N=10, N>L")

I:l |

a 5 10 15 20 24 30 34 40
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Ejemplo. Considere la senal
x[n]=a"uln], 0O<a<1
El espectro de esta senal se muestrea a las frecuencias wk=2mnk/N,
k=0,1,...,N-1. Determinar los espectros reconstruidos para
a=0.8 cuando N=5 y N=50.

La transformada de Fourier continua y muestreada vienen dadas
por las expresiones

X(m):i a"e_j‘””:—1

n=0 1—ae
2k 1
X(w,)=X N = e k=0,1,..,N—1
1—ae "
0 0 0 n
X,[n]= Z x[n—IN]= Z a"_lnzanz aln:1 d ~,
[=— [=—w I1=0 —d

T efecto aliasing si a< 1 tiende a 0 cuando N =
—a

DT 2
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Ejemplo. Considere la senal
x|n]=a"u[n], 0O<ax<1
El espectro de esta senal se muestrea a las frecuencias wk=2mnk/N,
k=0,1,...,N-1. Determinar los espectros reconstruidos para
a=0.8 cuando N=5 y N=50.

X((D):Zane—jwn: 1 —
n=0 1—ae™’
X (w,)=X 2;’( = 1_1M, k=0,1,..,N—1
1—ae "

u@ DT 28
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Ejemplo. Considere la senal
x[n]=a"uln], 0O<a<1
El espectro de esta senal se muestrea a las frecuencias wk=2mnk/N,
k=0,1,...,N-1. Determinar los espectros reconstruidos para
a=0.8 cuando N=5 y N=50.

MODULOD DE LA DFT con 50 puntos N=50

nn=0:N;
xx=0.8."nn;
¥ XX=Fft(xx):
M=5
kk=0:M;
yy=0.8.7kk;
YY=fft(yy);

10 20 30 40 &0 subplot (221), stem (nn,xx);
MUESTRA xlabel("MUESTRA"),ylabel('x[n]")

MODULD DE LA DFT con 5 puntos

subplot (222), stem (nn,abs(XX));
¥ xlabel('"MUESTRA"),ylabel('DFT(x)')
3t title('MODULO DE LA DFT con 50 puntos')

= ' % 5l subplot (223), stem (kk,yy);
. = xlabel("MUESTRA"),ylabel('x[n]')

0.4
oz} T
T T T ° ¢ 7 T subplot (224), stem (kk,abs(YY));
0 0 xlabel('MUESTRA'),ylabel('DFT(x)")
d 1 2 34 5 U 1 2 I 45 title('MODULO DE LA DFT con 5 puntos')
RALESTRA, MLUESTRA,

UE DT 29
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Ejemplo. Considere la senal )
x[n]=a"uln], 0O<a<1
Si definimos la secuencia de duracion finita con aliasing definida

como
x,[n], 0<n<N-1

0, en otro caso

X[n]=

Su transformada de Fourier queda

- 1 1 N —]mN

n=0

n=0 l—aN' 1—ae

—jo

Aunque esta transformada difiere de X(w), los valores en las
muestras wk=2mnk/N son idénticos.

1 1—-a"
1-a™ Rk
l—ae

2k |
N

2mnk
N

X

N

UE DT 30
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Definicion

La transformada de Fourier nos permite convertir una secuencia
{x[n]} de longitud L<N en una secuencia de muestras en
frecuencia {X(k)} de longitud N dichas muestras se obtienen

evaluando la transformada de Fourier X(w) en un conjunto de N
frecuencias discretas (igualmente espaciadas)

N-1 .2nnk

DFT: X (k)=X Z;k > x[nle ¥, K=0,1,..,N—1
1 — = 2nnk
IDFT : x| _FZ n=0,1,...,N—1

Ejemplo
Determinar la DFT de esta secuencia para N=L

1, 0<n<L-1

x|[n]=
0, en otro caso

31
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Ejemplo
Determinar la DFT de esta secuencia para N=L
1, 0<n<L-1
0, en otro caso

La transformada de Fourier de la secuencia es:

x|[n|=

—joL

_Lz_lx —] _Z —](Dl’l 1—e . _sen((x)L/Z) —jw(L-1)/2
l1—ae’®  sen(w/2)
Si la evaluamos en un conjunto de N frecuencias equiespaciadas:

1—e J2TKEIN :sen(nkL/N) —jnk(L=1)12
1—age /2™~ sen(mk/N)

X[k]=

Si N=L la DFT es
X[k]:[ L, k=0 ]
0, k=1,2,..L—1
Proporciona una representacion univoca de x[n] en el dominio de
la frecuencia y nos permite representarla pero no tenemos una
buena representacién espectral. Para ello tendremos que
interpolar mas puntos.
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11. Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Ejemplo
Farte real de x[n] Madulo de la DFT
oo oo g 10

N=10
L=10
kk=0:(N-1); 0.5 5

p=zeros (N,1);

p(l:L)=boxcar(L);
P=fft(p);
SprlOt(ZZl) DI:I 5 1i:| DD—G—S—H—g'—E—E'—HTD
stem(kk,real(p)) , Indice(n) Indice(k)
title("Parte real de x[n]'),xlabel(‘Indice(n)’) Farte imaginaria de x[n] Argumento de la DFT
subplot(223) 1 1
stem(kk,imag(p))
title('Parte imaginaria de x[n]'),xlabel(‘Indice(n)') 0s 0s
subplot(222)
stem(kk,abs(P)) Ip—e—o—ooo—oooo— Ib—e—e—oo—o-o—ooo—
title('Médulo de la DFT'),xlabel('Indice(k)")
subplot(224) 05 05
stem(kk,angle(P))
title('Argumento de la DFT'),xlabel('Indice(k)') R - - K - -

0 5 10 0 5 10
Indice(n) Indice(k)
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11. Transformada Discreta de Fourier

(DFT)

Ejemplo

0at

Fare real de x[n]

Pl e A e e el o o o o o e ol o o o e o o o o e b o |
WAL S XL LI ILIEELLEEECREELEIEIL IR L LR LN

10 20 30 40 a0
Indice(n)
Farte imaginaria de x[n]

10 20 30 40 a0
Indice(n)

10

Madulo de la DFT

o o
o
5 L
. TGTTT?J‘FF@G%&%G&%@@%D@?Wm .
a 10 20 30 40 a0
Indice(k)
Argumento de la DFT
dr

10 20 30 40 a0
Indice(k)
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11. La Transformada Discreta de Fourier
(DFT)

Relacion entre ambas transformadas

Para relacionar ambas transformadas podemos considerar el plano

Z mencionado anteriormente.

Img
r z=re"
w=2M1/8*k
k=1
1 Re

La transformada discreta de Fourier no es continua en w, si no que
muestrea el intervalo [0,21] en N valores equiespaciados.
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

Las propiedades son utiles porque nos permiten reducir
la complejidad de los problemas de analisis en
frecuencia.

Vamos a centrarnos en las propiedades de la DTFT y en
las de |la DFT.

La demostracion de estas propiedades puede
encontrarse en la bibliografia.
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

Las propiedades son utiles porque nos permiten reducir
la complejidad de los problemas de analisis en
frecuencia.

Vamos a centrarnos en las propiedades de la DTFT y en
las de |la DFT.

La demostracion de estas propiedades puede
encontrarse en la bibliografia.
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12. Propiedades de las transformadas de

Fourier

Propiedades de simetria de la DTFT

Cuando una senal satisface propiedades de simetria en el tiempo, dichas

propiedades imponen condiciones de simetria en su transformada de

Fourier. La aplicacion de dichas propiedades nos lleva a formulas mas

sencillas.

Secuencia

x(n)
x*(n)
©*(~n)
xgr(n)
Jxi(n)
xe(n) = k{x(n) +x*(~n)]

Xp(n) = Lﬁ[x{"j —x"(—n)]

Cualquier sefial real

x(n)

Xe(R) = 5[x(n) +x(~n)]
(real y par)
xo(n} = Ylx(n) —x(~n)]|

(real e impar)

DTFT

- - ———— i —y—— e —— e ———

X(w)
X*(—m)
X*(w)

Xe(w) = %[X (@) +X*(~w)]
Xo(@) = ${X (@) - X*(— )]
Xp(w)

JXi(w)

Sefales reales

X{w) =X"(-w)
Xr() = Xg(-w)
Xi(w) = - X;(—w)
X (w)] = |X(~w)|
aX(w) = —-<X(—m)
Xr(w)
(real y par)
JXi(w)
(imaginaria e impar)

—_———— ——— — = = — —
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier
Propiedades de simetria de la DTFT

Cuando una senal satisface propiedades de simetria en el tiempo, dichas
propiedades imponen condiciones de simetria en su transformada de
Fourier. La aplicacidon de dichas propiedades nos lleva a formulas mas
sencillas.

Dominio del tiempo ¢ Dominio de la frecuencia

Par

—————{ Real
Impar

Transformada de Fourier

Seidial

- —

o Impar ! 5 impar
Imaginaria p————-—— ' ———————— Imaginaria
Par ERE Par
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

Propiedades de simetria de la DFT

Antes de enunciar estas propiedades estableceremos el concepto
de simetria circular de una secuencia en la DFT.

Ya hemos visto que la DFT de N puntos de una secuencia de
duracién finita x[n] de longitud L=N es equivalente a una
secuencia periodica xp[n] de periodo N que se obtiene

expandiendo periddicamente x[n]

xp[n]:z x[n—IN |

|=—

Supongamos que ahora desplazamos k unidades a la dcha xp[n].
Obtenemos otra secuencia periddica

x' [n]=x,[n—k]= Y x[n—k—IN]

|=—
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

Propiedades de simetria de la DFT
Simetria circular de una secuencia en la DFT

x' [n]=x,[n—k]= Y x[n—k-IN]

|=—

La secuencia de duracion finita

x'[n]=| X ,nl, 0=n<N-1
0, en otro caso

Esta relacionada con x[n] mediante un desplazamiento circular
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

e . . L . S T ™ e L
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

Propiedades de simetria de la DFT

Secuencia de N puntos x(n),
0<n<N-1

- — R ———

DFT de N puntos

x(n)
x"(n)
x* (N —n)
xg(n)
iXi(n)
xee(m) = §lx(n) +x* (N — )]
Xeoln) = 4 [x(n) — x*(N —n)]

Cualquier sedial real

i)

Xce(n) = {.—[x(n} +x(N —n))
Xeo(n) = it’[x(n} —x(N —n)]

X (k)
X*(N — k)
X* (k)

Xee(k) = 3 [X (k) + X *(N — k)]
Xeo(k) = 3[X (k) — X*(N — k)]
Xr(k)

iXi(k)

Sefiales reales
X(k)=X*"(N—k)
Xz (k) = Xg(N — k)
Xi(k) = ~Xi(N — k)
X (k)| = [X(N —K)|
ZX (k) = —~2ZX(N — k)
Xr(k)
JXi (k)
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

Propiedades de la DTFT

Propiedad _____Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia
Notacion x(n) X(mw)
xy(n) X ()
x2(n) Xa2(w)
Linealidad ayxy(n) + azxa(n) ay Xy (@) 4+ azXo (@)
Desplazamiento temporal x(n — k) e 19k X ()
Inversion temporal x(—n) X(-mw)
Convolucién xy(n) *xa(n) X1 () Xz2(w)
Correlacién Paa (1) = X1 (D) % x2(=-1) Sy (@) = Xy (@)X (~w)
= X (w)X3(w)
Isi x2(n) es real)
Teorema de Wiener-Khintchine  ree(l) Sxe()
Desplazamiento de frecuencia el x(n) X(m - wg) L
Modulacién x(n)cos mgn '!K (4 wg) + 35X (0 — wy)
Multiplicacion xy(n)xa(n) e [T X1 (A) X2 (@ — A)dA
Diferenciacién en el
dominio de la frecoencia nx(n) j%‘ﬂ
Conjugacion x* (n)

X'(~w)
Teorema de Parseval T Xy (M) (n) = 5= [T, X (@)X (w)dw

L’/ 1
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

Propiedades de la DFT

Propiedad Dominio del tiempo  Dominio de la frecuencia
Notacion x(rn),y(n) X(k), ¥ (k)
Periodicidad x(n) = x(n4N) X (k) = X{k-+N)
Linealidad ayxy (n) + azxa(n) a1 Xy (k) + a2X2(k)
Inversién temporal x{(N —n) XN —k)
Desplazamiento temporal circular x((n— D X (k)e—12mkl /N
Desplazamiento en frecuencia circular x(n)es2min/N X((k—1D)n
Conjugacion compleja x*(n) X*" (N —k)
Convolucién circular x1(n) () xa(n) X1 (k)X (k)
Correlacién circular x(n) (& y*{(—n) X(kYY*{k)
Multiplicacion de dos secuencias xy(n)xz(n) 4,';,:!(1 (k) () Xa(k)
NI i N—-1
Teorema de Parseval rg_] x(n)y*(n) N }_;b X (kY™ (k)

En estas propiedades aparece el concepto de convolucién circular que presenta

algunas diferencias con la operacién de convolucion ya explicada y que pasamos
a describir a continuacion.
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

Propiedades de la DFT. Convolucidn circular.

Partimos de dos secuencias de longitud N, x_.[n] y x_[n]. sus DFTs

de N puntos
:Z nle "N k=0,1,..,N—1
n=0
N-1 '
X,[k]=D, x,[n]e ™" k=01,..,N-1
n=0

Si multiplicamos estas dos transformadas el resultado es otra X_[K]
de una secuencia x_[n] de longitud N. Queremos ver la relacion

entre las tres secuencias a nivel temporal.
X,[k]=X [k]X,[k], k=0,1,..,N—1

1 N-1 . 1 N-1 .
x3[m]:— XS[k]eﬂnkm/N:_z X k Xz[k]eﬂnkm/N

N &
1o« ||~ 2nIkIN | _j2xkm/N

—j2nnk —j2m ji2mtkm
X3[m]:ﬁ X;[n J Z J e’
k=0] n=0 I1=0
1 M= - N-1
2nk m n— I
Xy[m]= FZ Z Z
=0 k=0 46
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

Propiedades de la DFT. Convolucidn circular.

N-1[ N-1 N-1 | |
X5 Z Z x,[n o J2mnkIN Z XZ[I]e—]znlk/N pi2mkm/N
k 0| n=0 1=0
1 ¢ sy i
- 2nk m n— l
m]:F Z X1[n] Z X2 Z J
n=0 [=0 k=0
El sumatorio entre corchetes tiene la forma
N-1 N, a=1 |
Z a“=|1_g" q= e 2n(m=n=1/N
k=0 , a#1
1—a

a=1 cuando m-n-l es un multiplo de N. a" =1 para cualquier valor
de a#0, con lo que nos queda

N-1
S = N, I=m—n+ pN=(m—-n),, p entero Z «.[n]x,[(m—n),]
k=0 0, en otro caso

Convolucién circular
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

Propiedades de la DFT. Convolucidn circular.

El desarrollo anterior demuestra una propiedad importante de la

DFT —
Xs[k]:X1[k]X2[k], k=0,1,..,N—1 Xg[m]:Z X1[n]xz[<m_n)N]
Ejemplo:

Calcular convolucidn circular de las secuencias:

x1[1]=1
O
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

X [1]:1 X [1]:2 secuencia x1 secuencia x2
1 2
O O 20 o 4 ]
1.5 3
- 1 o2
x,[2]=20 X [0]1=2 x [2]=30 P x,[01=1
05 1
0 0
O ] 1 2 3 ] 1 2 3
muestra muestra
x [3]=1 x,[3]=4
#2(0-rmimod B W2 0-rmymod MTx
4 - L) 14 L)
12
3t o) 10
=]
2 L
=]
T 4
2
] ] . . :
] 1 2 3 -1 -0.5 ] 0.5 1
muestra muestra
#2(1-rnirmod M ¥2(1-rmimod MN¥x1
4 ] 20
3 Q2 15 ¥
2 10
1 T 5
0 0
0 1 2 3 0 1 2
muestra muestra
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12. Propiedades de las transformadas de
Fourier

secuencia x1 SECUBNCia K2
20 q 4 [
x[1]=1 x_[1]=2
Lo 20
1.5 3
= 1 o2
x [2]=20 p X, [0]=2 x [2]=3D P %,[0]=1 0.5 1
] ]
] 1 2 3 ] 1 2 3
muestra muestra
)
= x_[3]=4
x,[3]=1 ,[3] x2(2-rjmod M *2(2-rmyrmod M
4 ] 14 ¢ ]
12}
3B 10l
B L
2 L
E L
1} 41
T 2 -
0 0 !
0 1 2 3 1 2 3
muestra muestra
¥2(3-mimod M #¥2(3F-mimod MN¥x
el 20
3 [} 14 ¥
2 10a
1 T 5
] ] !
] 1 2 3 2 3 4
muestra muestra
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13. Respuesta frecuencial de los sistemas
LTI

Es importante caracterizar a los sistemas lineales invariantes con
el tiempo en el dominio de la frecuencia. Esto nos permite
clasificarlos de acuerdo al tipo de filtrado que realizan.

Para realizar este estudio, se evalia cdémo responden ante senales
sinusoidales, exponenciales complejas o una combinacién lineal
de las anteriores. La metodologia es adecuada tanto para
sefales periddicas como aperiddicas, ya que estas ultimas
pueden considerarse como una superposicion de exponenciales
complejas de tamano infinitesimal.
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13. Respuesta frecuencial de los sistemas
LTI

Respuesta de un sistema discreto ante una exponencial
periodica

La respuesta de un sistema de respuesta impulsiva h[n] que se
excita con una secuencia exponencial periédica viene dada por:

o0

ylnl= 3 hlK]e™ M= 3 hlkle ™"

k=—o00 k=—o0

Si se define la funcién: H(w)= ), h[k]e’*"

k=—o0

Nos CIUEda: y[n]:H(ejw)efm":H(m)ejwn

H (w) es la respuesta frecuencial, se trata de una funcién periddica
con parametro real w y periodo 2.

La respuesta y[n] es otra exponencial compleja de la misma
frecuencia que la entrada, pero modificada por el factor
multiplicativo H(w).

UE DT 52

Departamento de Tecnologia Electrdédnica — Universidad de Sevilla



13. Respuesta frecuencial de los sistemas
LTI

Respuesta de un sistema discreto ante una exponencial
periodica

Ejemplo. h[n]=

x[n]=Ae’™? —oco<n<ow
Transformada de Fourier de la funcion impulso

H(w)= g h[nle ’*"= L

Lo
la valoramos en w=m/2 2
1 2
H(Z) = < ,Jj266
(2) 1 ¢5e
1—]5
Calculamos la salida
y[n]:A i_e—j26,6° jnnlzzl_Aejnnlz—zasv
/5 /5

El efecto sobre la senal de entrada es un cambio en la amplitud y
en la fase. Para otra entrada de otra frecuencia el efecto sera

u@ ﬂfﬁxe nte. s
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13. Respuesta frecuencial de los sistemas
LTI

Dada la expresién de H(w), funcion periddica de periodo 2m, vemos
gue se trata de su expansidon en serie de Fourier

H(w)= Y h[k]e "

k=—o0

h[k] son los coeficientes de esta serie y por lo tanto responderan a
la expresion |
h[k]:%f H(w)e’"dw

En un sistema lineal invariante con el tiempo, se cumplen
determinadas propiedades de simetria dado que los
componentes de la respuesta impulsiva son reales

H(w)= D> h[k]coswk—j D, h[k]senok=H z(w)+ jH,(w)

e o L H (o)
H(o)|={H(0)+ H (o) Olo)=tan "5

El mddulo es par y la fase impar. Basta con conocer estas
funciones en el intervalo O=sw=r.
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13. Respuesta frecuencial de los sistemas
LTI

Se puede utilizar la propiedad de superposicién para determinar la
respuesta de un sistema a senales de entrada compuestas de
exponenciales mas complejas.

Ejemplo

Ecuacidon del sistema: yln]=ay[n—1]+ bx[n], 0<a<1

T

Entrada: x[n]=5+ Ssen e n—>5cos It

3% . x
4 4

Respuesta en frecuencia del sistema:

H(m)zl—seﬂ”
H (o)} =—

\/1+ a’—2acos

$H(0)=0(w)=<xb—tan ' —L>©
1—acosm
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13. Respuesta frecuencial de los sistemas
LTI

Ejemplo
y[n]=ay[n—1]+ bx[n], 0O<a<1
Entrada: x[n]=5+ 5sen-~n—5cos 3—nn+ﬂ
16 4 4

Calculamos b para que el maximo de la respuesta en frecuencia
sea 1. Puesto que a>0, se alcanzara para w=0.

b|
H (0)|= _ bl
) | 1+ a’—2acos o |H<0)|—1_a—1=>b—i(l a)
— — . -1 dasenw
<H(m)_®(m)_<xb tan 1—acosw
1—a
|H((x)>|:\/ >
1+ a"—2acosw
— - -1 asenw
*H(0)=6(0)=~tn 1—acosw
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13. Respuesta frecuencial de los sistemas
LTI

Ejemplo

yln]=ay[n—1]+ bx[n], 0O<a<1

Entrada: x[n]=5+ SSen%n—Scos B%n+%
Considerando a=0.9, para calcular la respuesta aplicamos el
principio de superposicion. Es decir, calculamos |H(w)| y ©(w)

para cada componente de la entrada.

1—a
H (o)|= =
¢1+a —2acos
Hlo)= __,.-1_dsenw
<H(w)=0(w)=—tan | —acos®
y[n]=5|H (0)|+5/H ||| sen| Z-n+ 6 L —5|H(3—ﬂ:)|cos ELIN. @(3—“:)
16 16 16 4 4 4 4
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13. Respuesta frecuencial de los sistemas
LTI

Ejemplo
yln]=ay[n—1]+ bx[n], 0O<a<1

T

I tn+ &
4

Entrada: x[n]=5+ 125en5n—20cos

Considerando a=0.9, para calcular la respuesta aplicamos el
principio de superposicion. Es decir, calculamos |H(w)| y ©(w)

para cada componente de la entrada.
—d

¢1+a —2acos m
4 asenw
H(w)=0(n)=—tan"
i ((n) (oo) an 1—acosw ; ; 3
=5|H (0)|+ 5| H || sen| & n+ O Z| | -5|H (Z1)|cos| Z=n+ T+ 0(22
yIn)=S1H (0)}+ 5| H| 5 sen| 5+ 0] 5| | -5IH (ZFeos) “Fns F+ ©(
|H(0)|=1
|| =
‘H 16 0.47 Las frecuencias mas altas son las mas atenuadas
301 Filtro paso de baja
|H(T)|=O.056
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Madulo de la Respuesta en frecuencia del sistema
T T T

DT

35

13. Respuesta frecuencial LTI

% ejemplo de respuesta en frecuencia de sistema dado por la ecuacién
% en diferencias y[n]=ay[n-1]+bx[n], a=0.9, b=1-a, para obtener
respuesta
%en frecuencia unidad.

%FREQZ Digital filter frequency response.

%[H,W] = FREQZ(B,A,N) returns the N-point complex frequency response
%vector H and the N-point frequency vector W in radians/sample of

% the filter:

% jw -jw -jmw

% jw B(e) b(1l) + b(2)e + .... + b(m+1)e
% H(e) = - = —mmmmmrm e

% jw -jw -jnw

% A(e) a(l) +a(2)e + .... + a(n+1)e

% given numerator and denominator coefficients in vectors B and A. The

% frequency response is evaluated at N points equally spaced around

the

% upper half of the unit circle. If N isn't specified, it defaults to
% 512.

a=0.9;

b=1-a;

N=512;

[W,H]=freqgz([1-a],[1;-al],N);

subplot(211);

plot(abs(H),W);

title('Médulo de la Respuesta en frecuencia del sistema');
subplot(212);

plot(angle(H),W);

title('"Argumento de la Respuesta en frecuencia del sistema’);
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13. Respuesta frecuencial LTI

Representacidn temporal de la entrada al sisterma

Al 2T 1]

T

-5 1
10 12

L L 1 1 1 1 1 L 1
14 16 18 20 22 24 26 28 30

Representacidn frecuencial de la entrada al sistema
T

Representacidn temporal de |la salida del sisterma
o LI
o ¥ ot
P @

Lo

o

i - 8] W Eoy M [az] ~
T T T T T 1

Representacidn frecuencial de la salida del sistema
T

%usamos la funcidn filter
n=0:N-1;

y=filter([1-a],[1;-a],x);
Y=1/N*fft(y,N);
X=1/N*fft(x,N);

% veamos como responde este sistema ante la entrada x, para ello

x=54+5*sin(pi/16*n)-5*cos(3*pi*n/4+pi/4);

figure

subplot (221)

stem(x);

title ('"Representaciéon temporal de la entrada al sistema');
subplot(222)

stem(y);

title ('"Representaciéon temporal de la salida del sistema');
subplot(223)

plot((0:N-1)*2*pi/N,abs(X));

title ('"Representacion frecuencial de la entrada al sistema’);
subplot(224)

plot((0:N-1)*2*pi/N,abs(Y));

title ('"Representacidn frecuencial de la salida del sistema');
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13. Respuesta frecuencial LTI
Sistema definido por una funcion racional

Considerando lo ya expuesto de que si la funcidn de transferencia
de un sistema (H(z))converge en la circunferencia unidad
podemos obtener la transformada de Fourier de dicho sistema
evaluando H(z) en dicho sistema, tenemos.

Q Q

2. bz 2 b
H(Z):kgo H(ejm>|zze]w: k:o

> oaz" > e’

k=0 k=0

Es conveniente disponer de expresiones correspondientes al
modulo y la fase de esta respuesta y por ello es bueno
considerar la expresion en funcién de los polos y los ceros

Q . 1—c, e’
(1—c,e ') jo 0 H' e
_ao d - H|1 d e_Jw|
11 (1-de”’™) b,
= ‘I’(oo):arg{H(e“”)]—arg +Zarg 1—c.e Zarg{l—dke_j‘”}
0 k=0 k=0
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13. Respuesta frecuencial LTI
Sistema definido por una funcion racional

Normalmente se utiliza una escala logaritmica y los términos
de ganancia y atenuacion.

Href
[H (")

El polo y el cero contribuyen de forma aditiva a la ganancia
total del filtro.

G (w)=20log

G(w)=201log|H (e'*) a(w)=2010g

by

Q P
+ > 20log|1—c,e ’°|— D 20log|1—d, e’
k=0 k=0

0

En el estudio de un filtro mas que su respuesta en fase,
interesa la linealidad de esta respuesta. Por ello se define

el parametro retardo de grupo.
Q P

d o d e d i
r(m):—%arg{H(ej )}:kz Earg{l—dke J }—kz %arg{l—cke &
=0 =0

Si el retardo de grupo es constante, el sistema sera lineal.
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13. Respuesta frecuencial LTI
Sistema definido por una funcion racional

Interpretacion geomeétrica:

Vamos a reformular la ecuacién de transferencia de la
forma

Q .
- y L1(e=cy)
H(ejw):eJ(P—Q)w_o k;0
“T1 (e’*—4a,)
k=0
Con lo que las expresiones para el médulo y la fase
quedan. .
. b :TI|ejw__Ck|
[H (") |=| —= |7
’ :_—[|em_dk|
k=0

b < . C
—+> argle’—c,] Zarg e’—d,]

0 k=0

¥ (w)=arg H(e'") =(P—Q)w+arg
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13. Respuesta frecuencial LTI
Sistema definido por una funcion racional

Interpretacion geomeétrica:

Con lo que las expresiones para el médulo y la fase quedan.

Q .
[1le~c,]

P
[ []e’~
“b

b

Y
0

[H(e'")|=

0

¥ (w)=arg H(e'")=(P—Q)w+arg

Q ' P
Z e’” _Ck}_z ar
k=0 k=0

0
Interpretando e, los ceros c Yy los polos d como vectores del

plano z, la contribucién de los términos |e/*-a | al mddulo de la

respuesta frecuencial se corresponde con la dlstanC|a entre el
polo o cero a vy el fasor e segun se desplaza por la

C|rcunferenC|a unidad. La fase se obtiene, acumulando con el
signo adecuado, el angulo del vector diferencia entre el fasor e

y cada uno de los ceros y polos.
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13. Respuesta frecuencial LTI
Sistema definido por una funcion racional

Interpretacion geométrica de un sistema con dos polos complejos conjugados
de r=0,8 y fase 0, y dos ceros en z=-1. Img

; \2118%
|H<eju))|_| 1|| 1|

v,l|v,|
/X >
6 \Ww
-6 v3
Re
Cuando el &ngulo del vector € se mueve en el \
entorno de 6, las fluctuaciones del mdédulo de la

funcién de transferencia son debidas sobre todo al
valor de |v_|. La longitud de |v,| es minima para w=6,

por lo que el mddulo de la sefnal presentara un
maximo a esa frecuencia. Al acercarnos a w=r, el
vector v_tiende a anularse y el modulo de la

respuesta frecuencial disminuye.
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13. Respuesta frecuencial LTI
Sistema definido por una funcion racional

N=128;

k=0:N-1;

imp=zeros (N,1);

imp(1)=1,
yk=filter([1,2,1],[1,-1.13,0.64],imp);
Y=fft(yk);

subplot(211)

A=round(N./4);

x=yk(1:A);

stem (x);
title("h[n]'),xlabel('Indice(n)')
subplot(212)
plot(k/N,abs(Y))
title("Modulo de la DFT")

h[n]

Indiceln)
Modulo de la DFT

1 | | 1
os 0B 07 g 09 1

Cero doble en z_ _=-1y polos complejos conjugados en p12=eij“’4

66
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Como ya hemos visto un sistema LTI realiza una funcion de
discriminacién o filtrado entre las distintas componentes
de su entrada, dependiendo de su respuesta en frecuencia
H(w).

A su vez podemos determinar H(w) en funcién de como
elijamos sus parametros que vienen dados por los
coeficientes de la ecuacion en diferencias que describen el
sistema.
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

?IH(UJ)I Paso bajo
i—B—
| ]

-TT -w_ 0 w_ T

? Paso alto
[H(w)]

1

_-IT _UJC O wc -IT
1} [H(w)| Paso banda

1 5

T W -w, -w, 0 w, W, w, T
?lH(w)l Banda eliminada
1
1 |
-TT 0 o
) w

o]
T [H(w)] Paso todo
1 B

DT | oo
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Los filtros ideales presentan una ganancia constante en la banda
de paso y cero en la eliminada, ademas la respuesta en fase es
lineal.

Supongamos gue se hace pasar una sefnal x[n] con sus
componentes confinadas en el rango w, <w<w, a traves de un

filtro cuya respuesta en frecuencia es

—jon,
H(ow)=| C€ W S®O<O, | Cyn, constantes

0 en caso contrario

Espectro de la senal de salida

Y(w)=H (o)X (0)=CX (w)e /" W, < W< O,
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Espectro de la senal de salida

Y(w)=H(0)X (0)=CX (w)e "™ 0, < W< O,

Aplicando cambio de escala y desplazamiento de frecuencia

yln]=Cx[n—n,]

La salida es una version retardada con amplitud escalada de la
seNal de entrada que esté confinada en ese rango de
frecuencias. Esto no se considera distorsion.

La fase debe ser lineal y por lo tanto el retardo de grupo constante

_—d06(v)

O(w)=—wn, T,= d()

=n,=cte
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Los filtros ideales no pueden implementarse
fisicamente

Por ejemplo supongamos que el caso anterior es un
filtro paso de bajo

o, sen[(n—n,)o,]

h,[n]=C n=0,+1,+2,...

n  (n—n,)w

(o

El filtro no es causal ni estable y por tanto no puede
Implementarse. Para poder implementarlo, es
necesario limitar el ndmero de muestras en el
tiempo. De esta manera se consiguen
aproximaciones validas en la practica.
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Efectos de la limitacion del numero de muestras
temporales

Sea x[n] la sefal que se va a analizar. Limitar el nUmero de
muestras de la misma a L equivale a su multiplicacion por
una ventana rectangular de longitud L.

X[n]=x[n]w[n]
W[n]:[ 1, 0<n<L-1
0, en otro caso

Supongamos que x[n] es una senal senoidal y apliquemos la
propiedad de desplazamiento en frecuencia de la
transformada de Fourier.

x[n]=cosw,n

X (m):%[w (0—w,)+ W (0+ wo)]

e’ y[n]=Y (w—ay)

_sen(wL/2) Cio(L=1)/2
Wlo)= sen(w/2) ©
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Efectos de la limitacion del numero de muestras
temporales

R 1 o x[n]
X ((D)ZE[W((D_%)"' W (w+ wo)}

S T L R L1

—_

W)= en(wi2) © T 101 1 G G
L=64 Tt T Galnlr:ce[j'u B Yo
nn=0:L-1; OFT

xX=cos(pi*nn/3); 0.6

XX=1/L*fft(xx);

subplot(211)
stem(nn,xXx)
title('x[n]'),xlabel('Indice(n)')

Indice(k)

subplot(212)

stem(nn*2*pi/(L-1),abs(XX)) Efecto de fuga: la frecuencia de la senal

T . fg . original centrada en una sola frecuencia
title('DFT'). xlabel('Indice(k)’) se ha extendido. Dependiente de los |6bulos
u@ DT secundarios de |la ventana 73
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Efectos de la limitacion del numero de muestras
temporales

No solo existe el efecto de fuga, también se reduce la resolucion
espectral. Consideremos el siguiente caso.

x[n]=cosw,n+ cosw,n X (u)):%[w (0—0,)+ W(0—w,)+ W (0+ 0+ W(o+v,))

El espectro de la ventana rectangular w(m)zse”<wL/2)e—fw(L—l)/z
sen(w/2)

Presenta su primer paso por cero en w= 2m/L. Si |w -w_|<2m/L, las
dos funciones de la ventana W(w-w,) y W(w-w,) se solapany en

consecuencia las lineas espectrales de x[n] no se diferencian.
La capacidad para obtener lineas espectrales de diferentes

frecuencias esta limitada por la anchura del |6bulo principal de
la ventana.
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Efectos de la limitacion del numero de muestras
temporales

OFT
0ar

Ejemplo: o ?

07+

0B}
L=25
nn=0:L-1; 05k
xx=c0s(0.2*pi*nn)
+c0s(0.22*pi*nn)+cos(0.6*pi*nn); 04t g o
XX=1/L*fft(xx);

03t

stem(nn*2*pi/(L-1),abs(XX)) o2

title('DFT'),xlabel('Indice(k)') D.;‘;T ﬁ NTTTTH ﬂ T

1
a 1 2 3 4 5 5 7
Indice(k)
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Efectos de la limitacion del numero de muestras

temporales
Ejemplo:
DFT DFT
07 r 07 -
06F @ o 0G|
05t ¢ ¥ 05F g @ o) ap
04} 04t
o o
03 03k
02F 02k
01t T T 01 b
DcWTT TTTTT‘F? Peremapemsereep| 97T T TT‘?? T e P T e e
0 1 5 5 4 ; B 0 1 2 E 4 5 5 7
Indice(k) Indicerlk)
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Efectos de la limitacion del numero de muestras
temporales

Considerando una senal en general x[n], la relacién entre su
transformada de Fourier y la de la que se obtiene pasandola por
la ventana, viene dada por la formula de convolucién:

X(m):%} X(0)W (w—0)d 6

—TT
TT

N N 1 2k
X (k) X(u))|w:2ﬂk,N:ﬂfX(G)W(T—B)dﬁ k=0,1,..,N—1

—T

El espectro de la ventana debe ser estrecho en comparacion con el
de la senal X(w), de lo contrario el espectro de la ventana
enmascara el de la senal.
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Efectos de la limitacion del numero de muestras

temporales X(‘“)_zln X(0)W (w—0)d 6
A . 2ﬂ:k
X (k)=X (0)|pzzniy= IX —8)d® k=01,..,N-1
R
e S S S N -
T e T T T ] \J//ﬁ\\u//—\\*’,-\“i,ﬁxu
Y — \
/ \
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Diseno de Filtros digitales simples mediante ubicacion
de polos y ceros:

Principio basico: colocar los polos cerca de los puntos de la

circunferencia unidad correspondientes a las frecuencias
que se desean acentuar y los ceros cerca de las que las
que se desean atenuar.

Restricciones:

1. Filtro estable: polos dentro de la circunferencia unidad.

2. Coeficientes reales: polos y ceros complejos conjugados.

79
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Filtros paso alto, paso bajo y paso banda:

Paso bajo: polos cerca de la circunferencia unidad cerca de
w=0 Yy los ceros en las frecuencias altas, w=rn

Ejemplos: l—a
Hl(z): -1
l—az
1—a 1+z!
H,(z)= 2 1—az!

Se han elegido las funciones de transferencia para que la
ganancia en w=0 sea 1.
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

. 1—a
Paso bajo: H,(z)=——
l1—az J
l—g 14 7 1 Madulo ] Fase
H2(Z): 2 1_az—1
N=64 - >l
a=0.9'; he - -1 |
numl=[1l-a]; 0.4 1
denl=[1,-a]; 15
[H1,W]=freqz(numl,denl,N); 02t o
num2=[1l-a,1-al; 9 \-——— 7 . . .
den2=[2,-2*al; 0 1 7 3 4 0 1 . 3 1

[H2,W]=freqz(num?2,den2,N);
subplot (2,2,1)
plot(W,abs(H1), 'LineWidth',2);hold on

plot (W,abs(H2),'g", LineWidth',2); 1 1

hold off T s £ 05

title('Mddulo') oo oo

subplot (2,2,2) = ol e ] Sl ]
plot(W,angle(H1), 'LineWidth',2);hold = . o * £ Op--o :":
on ] =

plot (W,angle(H2),'g",'LineWidth*,2); £5 £09

hold off y y
E'Sgr()lz?sé )2 3) 4 05 0 05 1 1 05 0 05 1
zplane(num1,denl); Feal Part Feal Part
subplot (2,2,4)

zplane(num?2,den2); H

1
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Filtros paso alto, paso bajo y paso banda:

Paso alto: polos cerca de la circunferencia unidad cerca de
w=n Yy los ceros en las frecuencias altas, w=0

1-a 1-z"

Ejemplo: Hylz)= 2 1+az
N=64;
a=0.9;

num3=[1l-a,-1+a];
den3=[2,2*a];
[H3,W]=freqz(num3,den3,N);
subplot (2,2,1)

plot (W,abs(H3),'qg','LineWidth',2);
title('"Médulo')

subplot (2,2,2)

plot (W,angle(H3),'qg','LineWidth',2);
title('Fase')

subplot (2,2,3)
zplane(num3,den3);

Iraginary Fart

1
0.8
0.6
0.4
0.2

o

0.5

o
i1

fiadulo

105 0 05 1
Feal Part

Faze

15
05
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Filtros paso alto, paso bajo y paso banda:

Paso banda: debe contener uno o mas pares de polos complejos
conjugados proximos a la circunferencia unidad en las
vecindades de la banda de frecuencias que define |la banda de
paso del filtro.

Ejemplo:filtro paso de banda cuya banda de paso tenga centro en
w=T/2. La respuesta en frecuencia debe ser0 en w=0y w=ny
el mdédulo 1/vV2 en w=4m/9.

+jm/2

Polos: p,,=re

2
H(z)=G (z—ol)(z+ 1) —G 22—12
Ceros: z=1 z=—1 (z—jr)(z+ jr) — 2+
' . Ty _ 2 _
Determinar G: H(E)_Gl—rZ_l H<Z):1_rz 21
1—r° 2 7’41
=73
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Filtros paso alto, paso bajo y paso banda:

Ejemplo:filtro paso de banda cuya banda de paso tenga centro en
w=T/2. La respuesta en frecuencia debe ser0 en w=0y w=ny

el médulo 1/vV2 en w=4mn/9.

1-r* z°—1
H(z)=
(2) 2 2+ r’

Determinar r: e Y (1P 2-2cos(87/9) 1
9 4 1+ r*+2r’cos(8m/9) 2
r’=0.7 satisface esta ecuacion

-2
H(z)=0.15——2%
1+ 0.7z
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Filtros paso alto, paso bajo y paso banda:

Ejemplo:filtro paso de banda cuya banda de paso tenga centro en
w=T/2. La respuesta en frecuencia debe ser0 en w=0y w=ny
el médulo 1/vV2 en w=4n/9.

-2 .
H(z)=0.15 1~z — 1 e 2 i
1+ 0.7z

N=64; _
num=[0.15,0,-0.15]; | 0
den=[1,0,0.7]; 04 '
[H,W]=freqz(num,den,N); 0.2 .
subplot (2,2,1) , . . _ . . .
F)kjt a 1 2 3 4 1l 1 2 3 4
(W,abs(H),'g",'LineWidth',2);
title('Modulo') i
subplot (2,2,2) R
plot i
(W,angle(H),'g",'LineWidth’,
2),

title('Fase') R
subplot (2,2,3) :

zplane(num,den); 4 05 0 05 1
Real Part

lraginary Part
—c
= T

@

@

=
i

—_
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Transformacion de un filtro paso bajo en uno paso
alto :

Si hlp[n] expresa la respuesta al impulso de un filtro paso bajo con
respuesta en frecuencia Hlp(w) podemos obtener la respuesta
de un filtro paso alto th(w) trasladando n radianes.

H,(0)=H, (o-mn)

hp

Si aplicamos la propiedad de traslacion en frecuencia de la
transformada de Fourier:

hy,[n]=(e’*)"h,[n]=(=1)"h, [n]
La respuesta al impulso de un filtro paso alto, se obtiene a partir

de la del paso de baja, cambiando los signos de las muestras
Impares.
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Resonador Digital : son filtros que presentan un pico a una
fecuencia proxima a w, para ello se deben seleccionar los polos

complejos conjugados : pi,=re’”
bO
(1—re’z Y (1-re '™z

Normalizamos para calcular b

H(z)=G

bO

H j—
‘ (wO)‘ (l—r)\/1+ r’—2rcos2 m,

=1

Podemos poner la respuesta en frecuencia del resonador como:

U (w)y U (w) son los modulos de los vectores que van desde ply
p2 al punto w situado en la circunferencia unidad y ¢ (w) ¢_(w)
los angulos de dichos vectores.
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Resonador Digital : son filtros que presentan un pico a una
fecuencia proxima a w, para ello se deben seleccionar los polos

complejos conjugados : pi,=re’”

U,(0)=1{ 1+ r’—2rcos (w,— o)

Uz(u)):\/ 1+ r2—2rcos(ooo+ o)

Para cualquier valor de r U (w) toma su valor minimo en W=w,. El
producto U (w)U_(w) alcanza su valor minimo en la frecuencia

COSm,

r

Esto nos indica que cuando r es proximo a la unidad w_se
aproxima a w,
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Resonador Digital :

N=64; Méeulo Fase
wO0=pi/4; 15 0.4

r1=0.95;

r2=0.8; 0
b01=(1-r1)*(1+rl1~2-2*rl*cos(2*w0))"~0.5; 1 1 g5
b02=(1-r2)*(1+r2"~2-2*r2*cos(2*w0))~0.5; -

numl=[b01]; 1
denl=[1,-2*r1*cos(w0),r1"~2]; 05 '
[H1,W]=freqz(num1l,denl,N); 1A

num2=[b02]; . ~ N N
den2=[1,-2*r2*cos(w0),r2"21; 0 1 5 3 1 0 ] 5 3 1

[H2,W]=freqz(numl,den2,N);
subplot (2,2,1)

plot (W,abs(H1),'g’,'LineWidth',2);hold on 1 ! 1

plot (W,abs(H2),'b','LineWidth',2);hold off R K

title('Médulo') 5 05 - = 05 %
subplot (2,2,2) o L

plot (W,angle(H1),'g",'LineWidth',2);hold on | & 0 ivooeeos Fo ] RN ] FRE R o]
plot (W,angle(H2),'b','LineWidth',2);hold off | = =

title('Fase") £ 051 ; £ 05 y
subplot (2,2,3) B . F B

zplane(numl,denl); -1 ] -1 S S
subplot (2,2,4) 105 0 05 1 105 0 05 1
zplane(num?2,den2); Real Part Real Part
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Resonador Digital :

N=128; .

WO=pi/4: - hadulo , Fase
r1=0.95;
r2=0.8;
bO01=(1-r1)*(1+r1"2-2*r1*cos(2*w0))~0.5/ 1
(2-2*cos(2*w0))"0.5;
b02=(1-r2)*(1+4+r2"2-2*r2*cos(2*w0))~0.5 /
(2-2*cos(2*w0))"0.5; 0.5 ' 1
numl=[b01 0 -b01]; '
denl=[1,-2*r1*cos(w0),r1"~2]; . . . . ,
[H1,W]=freqz(numl,denl,N); o 1 7 3 4 2 1 2 3 4
num2=[b02 0 -b02];
den2=[1,-2*r2*cos(w0),r2"2];

[H2,W]=freqz(hnum1l,den2,N); 1 . 1

subplot (2,2,1) S PR g
plot (W,abs(H1),'g','LineWidth',2);hold on 5 04 E 5 05 SR
plot (W,abs(H2),'b','LineWidth',2);hold off = = 3 :
ﬂUeCMédumq E 1] T TP SO & E 1] T TR SR Fo
subplot (2,2,2) = @ :
plot (W,angle(H1),'g",'LineWidth',2);hold on £ 05 . £ 05 xS
plot (W,angle(H2),'b','LineWidth',2);hold off B ' ; '
title('Fase’) -1 1 gL S L
subplot (2,2,3) 105 0 05 1 -1 05 0 056 1
zplane(numl,denl); Feal Part Feal Part

subplot (2,2,4)
zplane(num2,den2);

iy DT o
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos
de frecuencia

Filtros de hendidura : se hacen cero a determinadas
frecuencias. Para ello creamos ceros complejos
conjugados en las frecuencias que queremos eliminar.

+jo,

21,226
H(z)=b,(1—e’"z ") (1—e '™z ")=b,(1—2cosw,z '+ z %) FIR

Madulo Fase

N=64; 1 3
wO0=pi/4;
num=[1,-2*cos(pi/4),+1]; '
den=[1]; 2 - 1
[HW]=fregz(num,den,N);
subplot (2,2,1) 1 ' 0
plot (W,abs(H),'g','LineWidth',2); : , , _ , , ,
title('Médulo') A ot 2 3 4
subplot (2,2,2)
plot (W,angle(H),'g",'LineWidth',2); 1
title('Fase') PO Y

j= .
subplot (2,2,3) E 05 Iaaf frelcuenuas aIr?ded%r
zplane(num,den); =S S 2o el nulo son muy afectadas

= __ La solucion es poner polos

£ 05

-1 el
105 0 05 1

u:%\ D T Real Part o
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14. Sistemas LTI como filtros selectivos de frecuencia

Filtros de hendidura : Anhadimos polos. Se introduce resonancia en las
vecindades del cero y con eso reducimos el ancho de banda

21,2:eijcUO

N=64; p.,=re’”
\ero=0pg4 b,(1—2cosw,z '+ z °)
r2=0.4: H(z)= ——— IIR
num1l=[1,-2*cos(pi/4),+1]; 1=2rcoswyz +r1°z
denl=[1,-2*r1*cos(pi/4),r1~2]; Midul Fase
[H1,W]=freqz(num1l,denl,N); 2 2
num2=[1,-2*cos(pi/4),+1];
den2=[1,-2*r2*cos(pi/4),r2"2]; 15 : 1
[H2,W]=freqz(num1l,den2,N);
subplot (2,2,1) 1 : 0
plot (W,abs(H1),'g’,'LineWidth',2);hold on \
plot (W,abs(H2),'b','LineWidth',2);hold off 0.5 : -1
title('Mdédulo’)
subplot (2,2,2) 0 : : : -2 : : :
plot (W,angle(H1),'g",'LineWidth’,2):hold on o1 = 3 A4 0 1 2 34
plot (W,angle(H2),'b','LineWidth',2);hold off
title('Fase') 1 :
subplot (2,2,3)
zplane(numl,denl); T 05 ﬁ'-_ T 05 =
subplot (2,2,4) - o %
Zp|ane(num2’den2); E Ot E Db oo

= : o X

£ 05 - £ 05 .

1 -1

N DT 1 05 0 05 1 4 05 0 05 1
ug _ Real Part Feal Part
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